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Einfiihrung

Multipolmomente spielen in der theoretischen und angewandten Physik eine
grofse Rolle. Dies wird bei der Herleitung der Abstrahlcharakteristik bewegter La-
dungen in der Elektrodynamik, der Klassifizierung von Atomen und Molekiilen in
der Chemie und der groben Bestimmung der Form von Atomkernen in der Kern-
physik deutlich. Auch fiir die computergestiitzte Physik ergaben sich viele niitzli-
che Einsichten. So ist etwa der “Fast Multipole Algorithm” zur Modellierung von
n-Korper-Problemen unter den zehn besten Algorithmen des vergangenen Jahrhun-
derts aufgefiihrt, sieche [DS00]. Multipolmomente zu betrachten, das heifst Effekte
gegeneinander abzuschétzen, Interaktionen zu approximieren.

Der Erfolg von Methoden, die Multipolmomente in der klassischen Physik ein-
setzen, ist nicht zuletzt darin begriindet, dass jeder Term einer solchen Entwicklung
Losung der entsprechenden Potentialgleichung ist. Eine Verkniipfung von Feldern
auf der einen und Quellen auf der anderen Seite ist in der allgemeinen Relativitéts-
theorie (ART) jedoch nur in linearisierter Theorie bekannt. Warum also Multipol-
momente betrachten?

Jede neue analytische oder numerische Losung ist ohne Interpretation nichts
weiter als ein mathematisches Konstrukt, da nicht klar ist, ob eine realistische
physikalische Situation beschrieben wird oder gar eine schon vorhande Losung re-
produziert wurde. Daher sind invariante Charakterisierungen von Ldsungen wich-
tig, es gibt jedoch kein kanonisches Verfahren. Ein bekannter Ansatz ist etwa die
Petrow-Klassifizierung nach den Eigenschaften des Weyl-Tensors. Wie ist eine sol-
che Klassifizierung physikalisch interpretierbar? Ist es moglich, Raumzeiten anhand
der Charakterisierung zu vergleichen, zum Beispiel im Fernfeld?

Fiir stationére und asymptotisch flache Raumzeiten existieren mehrere dquiva-
lente und invariante Definitionen von Multipolmomenten in der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie. Es konnte gezeigt werden, dass weit entfernt von der Quelle zwei
Raumzeiten identisch sind, wenn ihre Momente konvergieren. Das heifst, diese Mo-
mente sind eine Mdglichkeit, Raumzeiten invariant zu charakterisieren. Dariiber
hinaus sind sie durch den bekannten Newton’schen Grenzfall anschaulich interpre-
tierbar.

Eine Ubertragung der Momente auf die Gravitationstheorie nach Einstein ist
nicht trivial. Der erste Teil der Arbeit beginnt daher zuerst mit dem Multipolbegriff
in der Newton’schen Theorie der Gravitation. Mit den nétigen mathematischen
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Hilfsmitteln sollen danach die Momente nach Geroch und Hansen als natiirliche
Verallgemeinerung des nichtrelativitischen Begriffs dargestellt werden.

Etwa zwanzig Jahre nach dieser Definition wurde durch Fodor, Hoenselaers und
Perjés ein Algorithmus zur expliziten Berechnung der Momente bei zusétzlicher Axi-
alsymmetrie vorgestellt. Sie stellen dabei die Verbindung zum Ernst-Formalismus
her, in dem das Vakuumfeld durch eine komplexwertige Funktion beschrieben wird.
Die Arbeit von Fodor et al. ist an vielen Stellen schwer nachvollziehbar, da die auf-
tretenden, mitunter langwierigen Rechnungen nicht explizit aufgefithrt werden. Um
die Richtigkeit des Algorithmus zu iiberpriifen, wurden daher alle Schritte und An-
nahmen im zweiten Teil der Arbeit nachvollzogen und wenn noétig ergénzt. Auf
dieser Grundlage konnte das Verfahren implementiert und die Ergebnisse bestétigt
werden. Zusitzlich wurde das elfte Moment berechnet, welches die gleiche Struk-
tur besitzt wie alle vorher bekannten. Da die entstehenden Ausdriicke relativ lang
werden, sind sie im Anhang dargestellt.

Die Gravitationstheorie nach Einstein ist die beste bekannte Theorie der Gra-
vitation. Das Feld wird beschrieben durch die Lésung der Einsteingleichungen, ei-
nem System aus gekoppelten, nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung. Es sind nur wenige physikalisch relevante analytische Losungen be-
kannt. Aufgrund der Nichtlinearitdt der Theorie ist es auch fiir die Zukunft nicht
zu erwarten, dass viele neue strenge Ergebnisse hinzukommen werden. Die compu-
tergestiitzte Simulation von Raumzeiten hat daher einen hohen Stellenwert in der
Forschung eingenommen. Im Idealfall konnen so Hinweise auf allgemeine Zusam-
menhénge gesammelt werden, die im Anschluss zu beweisbaren Aussagen fiihren.
Mit Hilfe von Simulationen axialsymmetrisch stationdrer Raumzeiten konnte im
Rahmen dieser Arbeit eine neue Vermutung, die “Quadrupol-Vermutung”, fiir ro-
tierende Fliissigkeitskorper aufgestellt werden. Im dritten Teil wird diese vorgestellt
und anhand von analytischen Lésungen motiviert. Die systematischen numerischen
Untersuchungen werden im Anschluss dargelegt.

Neben expliziten Formeln, die im eigentlichen Text unpassend wéren, finden

sich im Anhang Anmerkungen zur Notation und Einheitenumrechnung.



Teil 1

Grundlagen



Die Definition von invarianten Multipolmomenten in der allgemeinen Relativi-
tétstheorie war lange ein offenes Problem. So ist es nicht verwunderlich, dass die
resultierende geometrische und damit koordinatenfreie Version nach Geroch und
Hansen Anfang der siebziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts auf den ersten
Blick nicht sehr versténdlich erscheint.

Ziel des ersten Teils ist es, die eingefiihrten Begriffe anschaulich zu erklaren
und als direkte Verallgemeinerung der Newton’schen Momente darzustellen.

Das erste Kapitel wird den Multipolbegriff im flachen Raum kurz wiederholen
und danach eine Verbindung zwischen den Legendrepolynomen und dem Spur-
begriff herstellen. Es wird eine alternative Berechnung der Multipole vorgestellt,
welche als Motivation der allgemeinrelativistischen Definition angesehen werden
kann. Das folgende Kapitel legt die notwendigen mathematischen Grundlagen zur
Einfithrung der Momente. Dazu gehoren Ausfiihrungen zu den Konsequenzen der
Stationaritét und zum Begriff der asymptotischen Flachheit. Die Momente nach
Geroch-Hansen werden im abschliessenden Kapitel eingefiihrt und einige wichtige
Aussagen der Momente diskutiert. Dazu wird Bezug genommen auf die Aquiva-
lenz zu anderen Definitionen und den Zusammenhang von Multipolmomenten und

Erhaltungsgrofsen.



KAPITEL 1

Newton’sche Momente

1.1. Der Multipolbegriff im flachen Raum

Im Grenzfall schwacher Felder und kleiner Geschwindigkeiten gehen die Ein-
steinschen Feldgleichung iiber in die Newton’sche Formulierung der Gravitation mit

der bekannten Feldgleichung
AUR) = 4nGu(#)

mit der Gravitationskonstante G, dem Gravitationspotential U und der Massen-
dichte p, analog zur Poissongleichung der Elektrostatik. Die Losung ist durch die
Greensfunktion des Laplaceoperators bekannt bis auf Randterme und Lésungen der

Laplacegleichung AU (7) = 0:

(1.1.1) U = _G/

Diese Gleichung soll Quellendarstellung von U heiffen. Fiir eine inselartige Mate-

I’L(F:)/ dvl
— 7 |

|7

rieverteilung lohnt sich die Entwicklung von ﬁ nach den Legendrepolynomen
P;(cos ©), wobei © den Winkel zwischen 7 und 7’ bezeichnet. Man kommt in na-
tiirlicher Weise zu dem, was man fiir » > r’ als klassische Multipolentwicklung

bezeichnen kénnte:
ur) = —G; i) /r’ Py(cos ©)u(7")dV’

[ u(@)av' [ cos Ou(r")dV’
- -a { —— = +

J7%5 (3cos?© — 1) u(7")dV’ N
-3

M Z?:l Iz'MIL' 1 3 Mijxixj
i,j=1

Die Masse M, das Dipolmoment M; und das Quadrupolmoment M;; sind gegeben
sind durch

= /,u(F')dV’,
M; = /x;u(F')dV’,

Mij = / (31’;%; - 7"/257;j) u(F')dV’,
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wobei 1 = /22 + 92 + 22 den Abstand zum Ursprung darstellt. Eine analoge, viel-
leicht sogar etwas elegantere Formulierung erhédlt man bei der Entwicklung nach

Kugelflichenfunktionen in Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) mittels

0o l
/ 4w qim
U(T = —-G- ZZ 2l+1 Il lmo(I)

=0 m=—1

4 _
/ 5 j: - M(FI)T/lylm(GI7 (p/)dvl

die sphérischen Multipolmomente darstellen. Zwar sind die Momente nicht iden-

wobei

tisch, jedoch beschreiben sie physikalisch die selbe Situation: eine Entwicklung des

Potentials in Potenzen von %, wobei jeweils die Darstellung von ﬁ nach dem

entsprechenden Funktionensystem ausgenutzt wurde.
Weiterhin kann an der Darstellung der Kugelflichenfunktionen
Yim(0,) ~  Pin(cos 0)€im¢7
Pio(z) = FRz)
mit den bekannten assoziierten Legendrepolynomen Pj,, erkannt werden, dass im
Falle einer axialsymmetrischen Massendichte J,u = 0 wegen
1 2 im
— e"™dp = dmo VmMeZ
27 ’

die ¢;, nur noch Anteile in m = 0 haben kénnen. Bei Beachtung aller Vorfaktoren

folgt dann

) (cos 6)
ur) = 7GZ rl+1

mit M, := %Mz ... z- Auf dem positiven Teil der Symmetrieachse, AT := {(p, 2) :

p =0, z> 0} konnen wegen P;(1) =1 alle Momente als Entwicklungskoeffizienten

von U abgelesen werden:

o0 Mn

Die selbe Konstruktion wird bei der Bestimmung der relativistischen Multipolmo-

mente axialsymmetrisch stationdrer Raumzeiten eine tragende Rolle spielen.

1.2. Bemerkungen zum Spurbegriff symmetrischer Tensoren

Die sphérischen Momente entsprechen einer irreduziblen Darstellung mit 2/ + 1
Elementen in I-ter Stufe, wohingegen die kartesischen (I + 1)(I + 2)/2 Elemente
aufweisen, siche z.B. [Jac98]. Sie konnen daher nicht unabhéingig voneinander sein.

Diese Eigenschaft wird zum einen durch die offensichtliche Symmetrie und die nicht
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so offensichtliche Spurfreiheit ausgedriickt. Da es in den entsprechenden Lehrbii-
chern keine dem Autor bekannte ausfiihrliche Darstellung des Sachverhaltes gibt,

soll hier der Begriff der Spurfreiheit fiir symmetrische Tensoren behandelt werden.

1.2.1. Die Spur eines Tensors.

DEFINITION 1.2.1. Die Spur eines r-fach kovarianten Tensors T mit r > 2 ist
ein (r —2)-fach kovarianter Tensor. Sei g die Metrik des betrachteten Raumes, dann

ist die Spur gegeben als
(1.2.1) Tr(T) = g"Tiape..qyda’® - @ da?,

wobei runde Klammern totale Symmetrisierung bedeuten,
1
T = — Tp.
0 card([)! Z !

Ein Tensor T heifst spurfrei, wenn
(1.2.2) r(T) = 0

gilt.
BEispIEL 1.2.2. Klassisches Oktupolmoment

In Newton’scher Theorie ist im Kartesischen g;; = d;;. Die klassische Multipol-

entwicklung war definiert als

|

(1.2.3) ur) = —sz/r’lﬂ(cos@)ﬂ(w)dv'
=0
01 My, @t

(1.2.4) - _Gzﬁ = .

Im Folgenden soll das Oktupolmoment berechnet und seine Spurfreiheit gezeigt
werden. Es ist P3(cos©) = 3 (5¢cos® © — 3cos ©) und damit

1 M, pxizdck 1 1
?M = = /r'P’E (5c08® © — 3cos ©) u(7')dV”,
! r r
o rizlaia :Ekxﬁc ria) .
Mjpa'aizd = 3. r3/r’3 <5 /3;3 -3 o w()dv’

3- /(5 i x]x;xkx’ 37"27"'233’:3') u(7)av’

3- /(5 xxjmk—&“ g(ka)) w7V - xtad k|

wobei im letzten Schritt auf die Symmetrie geachtet wurde. Demzufolge ist

M, = 3- / (5 xixiwy — 17 (i + grity + gjkl‘i)) p(r)dVv.
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Schlussendlich folgt

TT’(M)k = gijMijk
3. / (5 . xjszzrk —r2 3z + xp + zk)) w(r)dVv
= 0

und somit ist das klassische Oktupolmoment wie erwartet spurfrei.

1.2.2. Der spurfreie Teil eines symmetrischen Tensors. In manchen

Lehrbiichern findet man als Definition der Momente

M, 5, = /xil oz, u(F)dV.

Dies ist eine gerechtfertigte Variante, jedoch muss bei der Interpretation darauf ge-
achtet werden, dass eine entsprechende Entwicklung des Potentials mit Hilfe der M
eine etwas kompliziertere Form hat als Gleichung 1.2.3. Der offensichtliche Unter-
schied zwischen den so definierten Momenten und den mit Hilfe der Zerlegung nach
Legendrepolynomen konstruierten besteht in der Spurfreiheit letzterer. Die M;._ ;
haben dabei die Struktur

M, i, ~ /[x“ ..., +symm. Terme in g;;, r und z;] p(7)dV

= M . + / [symm. Terme in g;;, r und ;] p(7)dV

Deshalb drangt sich die Idee auf, die M;,. ;

zu interpretieren. Die Legendrepolynome kénnen dann als Vorschrift genommen

als spurfreien Teil der Mil___i"

n

werden, den spurfreien Anteil eines Tensors zu extrahieren. Es war beispielsweise

das Oktupolmoment

M, = 3- / (5 zizjzp — 3 - r2g(ij;z:k)) w(7)d3V,

somit kann man den spurfreien Teil eines dreifach kovarianten und symmetrischen
Tensors T} 5, sofort angeben, indem man [ z;z;z,u(7)d*V mit T} ersetzt und die

Vorfaktoren anpasst:

3 a
Tk = Tk 5 - 90 Tyavg™-
Denn nach Gleichung 1.2.1 ist
iy 1 ..
Tr(T) = g7~ 597 (95Tha “ + 9Tja * + 9 Tia )
1
= Tkaa_3(3'Tkaa+Tkaa+Tkaa)
= 0.

Dies ist die Motivation fiir folgende Aussage:
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LEMMA 1.2.3. Sei (M, g) ein dreidimensionaler Riemann’scher Raum mit g% gq, =
3. Sei T ein n > 2-facher kovarianter symmetrischer Tensor. Dann ist sein spur-

freier Teil gegeben durch

T, = Ty, +AY - 9 Tis.inyabg™

(1.2.5) +AY - 9livinGizia Tis...in)abeag™ g

+ A+ ARGy, - - -gin,lin)Tab...cdgab g

Die A} sind dabei wie folgt bestimmt durch die Taylorkoeffizienten der Legendrepo-
lynome P, (z). Sei

n
P, (z) =: Za?x""
i=0
Dann st
ar o= %
Qg
, - (2n —i—1)N
(1.2.6) _ (cpyp_ @iz )

il (n—9)!- (2n— 1)

BeEweELs. Die Formel von Rodriguez zur Darstellung der Legendrepolynome

lautet
1 dr ., n
Pax) = 2nn! dzn (" =1)"
Diese fiihrt auf die explizite Darstellung
(2n)! ;o nl-(2n—i— 1 _
P — . —1)¢ =i
n(®) 2 (n!)2 i:oz; I PP B T
(2n)! - L
- . An . gt
o 2 M

Die Beweisidee ist, dass ein Ansatz in Form von Gleichung 1.2.5 mit noch
unbekannten Koeffizienten A} die im Lemma gegebenen Vorfaktoren ergibt, wenn

man fordert, dass mit

givizTTF E

1112...in

die Spur des spurfreien Teils von T' verschwindet. Nach Fodor [FHP89] fiihrt dies
mit fl;’ = A?/Q auf die Bedingung

~ (n—2k)(n—2k—-1) -,

ML 2k + D)2 —2k—1)" 8

was bei ;18 = 1 und ausgefiihrter Rekursion die A? aus Gleichung 1.2.6 ergibt!. [

IDie durch Fodor [FHP89| angegebene Form der A ist identisch, wenn man beachtet, dass k!l =
2k K gilt.
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Jetzt gelingt es auch, den Zusammenhang zu den M formal herzustellen.
M, q, = nl-ag- M5,
= nl-af - / (i, ...x;, )T u(@)dV.

Dies kann mit Hilfe der Definition der Momente nach Gleichung 1.1.2 und anschau-

lich am Beispiel 1.2.2 nachvollzogen werden.

1.3. Kompaktifizierung des flachen Raumes

Aufser in linearisierter Naherung ist eine sinnvolle Verkniipfung von geeigneten
Potentialen und Quellen in Form einer vierdimensionalen D’Alembert-Poissonglei-
chung oder einer anderen linearen partiellen Differentialgleichung in der allgemeinen
Relativitatstheorie nicht bekannt. Multipolmomente werden nicht mehr die Quellen,
sondern die ganze Raumzeit charakterisieren. Als Motivation fiir die Definition soll
in Newton’scher Theorie eine alternative Moglichkeit gesucht werden, die Momente
zu berechnen.

Es sei U auferhalb des Tragers von u gegeben durch

M Mgzt 1 Mziad
Uir) = 48y -
(") r + r3 + 21 b

Im Vergleich zu Gleichung 1.1.2 ist der Faktor —G verschwunden und die Einstein-

sche Summenkonvention wurde benutzt. Diese Darstellung ist gleichbedeutend mit
der Forderung nach Analytizitdt von U bis auf den Punkt » = 0. Die Einfiihrung

der Koordinaten #; := r—2x; fiihrt auf

U@z = 7 (M + M@+ %Mijmﬂ‘ + .. ) .
Eine Reskalierung der Form
U = r-U
= iU
ergibt
U@E) = M+MF + 5 M#d + ...
Jetzt gilt
Moo= U@,
M = 8897:i U@) 7=0"
Mij = %321' UE) =0

Dies kann auch als Rekursion aufgefasst werden. Definiert man
P = U,

0
(1.3.1) Poy..an, = [NGPa a} ;
' ozm ™ STF
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sind die M gegeben als
(1.3.2) M;.; = Pijli_g-

STF fiir “symmetric and tracefree” bedeutet dabei spurfrei und symmetrisch, was
hier jedoch keine zuséatztliche Bedeutung hat, da die so eingefiihrten Momente diese
Eigenschaft besitzen.

Durch die Einfiihrung der z-Koordinaten wurde eine Spiegelung am Einheits-
kreis erreicht. Dies gibt die Moglichkeit, 7 = oo in 7 = 0 als normalen Punkt
behandeln zu kénnen. Die Reskalierung des Potentials U fiihrte dazu, dass die Mo-
mente als Ableitungen des neuen Potentials U in “Unendlich” berechnet werden

konnten, was mit Hilfe der P als Rekursion ausgedriickt wurde.



KAPITEL 2

Mathematische Begriffe

2.1. Reduktion der Raumzeit bei Stationaritét

Bevor eine Verallgemeinerung des Multipolbegriffs gegeben werden kann, ist
es notwendig, einige mathematische Begriffe im Falle von stationdren Raumzeiten
zu betrachten. Es ist zu erwarten, dass sich in Anwesenheit einer Symmetrie der
physikalisch zu betrachtende Raum verkleinert. Im Folgenden soll die Konstruktion
der sich ergebenden Mannigfaltigkeit S dargestellt werden. Die induzierte Metrik
wird hergeleitet und gefragt, welche mathematischen Eigenschaften physikalische
Felder unter diesen Voraussetzungen haben. Dariiber hinaus soll anhand der sich
ergebenden kovarianten Ableitung auf S begriindet werden, warum die Rechnungen

auf der urspriinglichen Mannigfaltigkeit M durchgefiihrt werden kénnen.

2.1.1. Die Mannigfaltigkeit S. Die Reduktion des Raumes wird mathema-
tisch fiir den stationdren Fall formuliert. Die Art und Weise der Definition kénnte
ohne weiteres auch auf andere Falle iibertragen werden. Dazu kann man etwa die
Voraussetzungen an die Metrik und das Killingfeld an die entsprechende Situation

anpassen.

DEFINITION 2.1.1. Sei M eine pseudo-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, g die
zugehorige Metrik mit Signatur (—, +, 4, +). Sei £ ein zeitartiges Killingvektorfeld
auf M, Leg = 0 und ¢(&,&) < 0. Sei ¢y(x) der zu & gehorige Fluss, also dessen
einparametrige lokale Gruppe: 0;¢;(x) ;== &(x) V& € M und ¢p(x) = x.

Dann sei S die Mannigfaltigkeit aller Trajektorien von & auf M, d.h.

S =M/, = {,yeM: z~y=3I7r€R: y=1.(2)}.

Formal ist es noch nétig, anzumerken, dass der lokale Fluss ¢;(x) fiir ¢ nur in
einer e-Umgebung erklart ist. Fiir 7 < € macht die Definition also keine Probleme.
Andernfalls soll 1, folgendermafien zu verstehen sein: mit x < € und einem n € N
sei T =n- e+ K, so dass V() 1= (1, 0 (1e)") (z). Fiir n = 1 ergibt sich so etwa
U (x) = Y 0 (x) = ¥ (y) = z und damit z ~ z. Um die Gruppeneigenschaft der
1)y ausnutzen zu konnen, ist es somit wichtig, dass sie auf ganz M definiert sind.

Durch die Definition ist gegeben, dass S eine geringere Dimension als M auf-
weist, dim .S = dim M — dim; = dim M — 1.

2.1.2. Zerlegung des Raums. Die Konstruktion von S als Quotientenraum
entspricht einer Faserung von M. Man kann sich jetzt fragen, welche Tensorfelder

T auf M und S gleichwertig sind. Eine sehr anschauliche Bedingung ist, dass sich

16
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T entlang des Flusses von £ nicht &ndern darf oder formal nach Konstruktion Vz ~
y: T(z) = T(y). Dies ist gleichbedeutend zu ¢;T(x) = T'(z) Vo € M, t € R. Das
heisst 07T (x)|,_, = 0 bzw.

(2.1.1) LeT(z) = 0

nach Definition der Lie-Ableitung. Insbesondere muss dies nach Konstruktion auch

fiir die lokalen Koordinaten * auf S gelten:

0 = Lept
Ok
= é-l awz .
x
Dies fiihrt, wie erwartet, dazu, dass das Killingfeld selber im Kern der Abbildung
liegt:
i&ﬂk 0
o = & Ozt T‘Pk
(2.1.2) = 0.

Das bedeutet anschaulich, dass das Tangentialbiindel T'M zerlegt wird in
T™) = {Xe€TM: X=v-§}
fiir eine beliebige reelle Funktion v(x) und
TM, := TM/TM,.

Also lésst sich ein Vektorfeld X wie folgt darstellen:

X = X +XH
9(X,§)
At 9(&,6) &
Damit ist
~9(X,9)
(2.1.3) X, eo¢

Offensichtlich gilt, dass X = X, wenn ¢(X,€¢) = 0. So kann man die Projektion
P: TM — TM, mit P(X) := X, konstruieren. In Koordinaten auf M lautet

diese dann

1
2.1.4 pPb o= 8- — ¢,
( 1 ) a a §m£m§§

Analog definiert man die Projektion von Tensorobjekten 7' durch
(2.1.5) P(T) = P%.. . P'T"" ,,0,®- - ®da’.

Damit ist eine Zerlegung der Objekte im Tangential- und Kotangentialbiindel

nach “senkrecht” und “parallel” zu ¢ erfolgt.

2.1.3. Konstruktion der Metrik. Auf S gibt es eine durch die Definition
ausgezeichnete induzierte Metrik H. Mit Hilfe der Zerlegung in T'M,; und T'M|

kann man berechnen, wie die zuriickgezogene Metrik von H auf M aussehen muss.
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Man fordert, analog zur Konstruktion der induzierten Metrik bei einer Unterman-
nigfaltigkeit, dass VX, Y € TM

H(X,)Y) = g(X.,Y))
= g(X XY -Y))
= g(X,)Y)-g(X)Y)) —g(X),Y) +9(X),Y))

_ 9Y.9) ~9(X, ) 9(X,§) (¥, §)
= &= ey iy O g g e G
1
Oder in Koordinaten auf M
1
(216) Hab = Gab — W&afh‘

Jetzt steht die von S auf M zuriickgezogene Metrik H zur Verfliigung. Es wurde in
Unterabschnitt 2.1.2 gezeigt, dass X = X |, wenn ¢g(X,£) =0 gilt. Auf TM, ist H
identisch mit g, da ¢(X,&)g(Y,£) = 0 fir X, Y € TM,, also H(X,Y) = g(X,Y)
gilt.

2.1.4. Physikalisch dquivalente Felder. Welche Tensorfelder 7" sind auf M
und S gleichwertig? Was fiir Bedingungen ergeben sich daraus? In Unterabschnitt
2.1.2 wurde vorausgesetzt, dass die Lie-Ableitung in Richtung des zeitartigen Kil-
lingfeldes £ verschwindet. Eine weitere anschauliche Forderung ist, dass die entspre-
chenden Tensorfelder nur auf den zu £ senkrechten Teil wirken:

Seio0.BAA. T eTM®... TM, X € TM beliebig und es gelte

(2.1.7) T(..,9(X, ),...) = T(..,Pg(X,),...).

Die drei Punkte deuten hier an, dass es sich um eine beliebige Stelle handelt und
es ist g(X, ) := gapX%dx®. Daraus ergibt sich mit Gleichung 2.1.5

Pg(X,) = <5Z - glgmfaﬁb) g X'da®
= (gal — gmlgmfafz) X'dz®
— H(X,).

Damit bildet H ab von T'M nach T*M,. Es gilt nun unter Voraussetzung von
Gleichung 2.1.7

1
T.“a...gabXb — T“.a-“gabXb _ 7T...a.“é—a§bXb.
m

Da X beliebig ist, muss

also0=T

@ > T T L
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Demzufolge sind alle physikalisch relevanten Tensorfelder T', die nur auf 7'M
bzw. T*M, wirken und invariant sind gegeniiber dem Fluss des Killingfeldes &,

gekennzeichnet durch die Gleichungen

LT = 0,
(2.1.8) T(...g(€ ),...) = 0,
T(..,6...) = 0.

Das sind demzufolge die Bedingungen, die Tensorfelder erfiillen miissen, wenn sie
auf M und S gleichwertig sein sollen. Diese Tensoren sollen in einer Definition

zusammengefasst werden:

DEFINITION 2.1.2. Alle Tensorfelder auf M, welche die Gleichungen 2.1.8 er-
filllen, bilden den Raum CS | (M).

CS ist dabei die géngige Bezeichnung fiir Schnitte, englisch “cross-section”.

2.1.5. Zur Kovarianten Ableitung auf S. Zwar ist die kovariante Ablei-
tung mit Hilfe der Metrik schon bekannt, es lohnt sich aber zu untersuchen, wie
die Ableitung V auf M und V*° auf S, zusammenhiéingen. Wenn sich, wie erwar-
tet, herausstellt, dass es eine Ableitung D auf M gibt, die V° entspricht mit allen
notwendigen Eigenschaften, dann stehen mit den Tensoren aus C'S; (M) alle Hilfs-

mittel zur Verfiigung, um die Rechnungen auf M durchfiihren zu kénnen.

DEFINITION 2.1.3. Sei T € CS; (M), X € TM und P die in Unterabschnitt
2.1.2 angegebene Projektion. Dann ist auf C'S; (M) die kovariante Ableitung D
definiert durch

DxT = P(VXT)

LEMMA 2.1.4. Sei ¢ die Abbildung von M — S. Dann ist die kovariante Ab-
leitung V° auf S gegeben durch:

¢ (Vix) (9:T)) = DxT.

BEWEIS. Die iiblichen Anforderungen, wie Linearitdt, Leibniz-Regel und Me-
trikkompatibilitdt werden durch V auf M sichergestellt. Wichtig ist, zu zeigen, dass
die Definition von D nicht aus C'S; (M) heraus fiihrt. Schnell zu sehen ist, dass
g(&, DxT) = 0. Dies wird durch die Projektion sicher gestellt. Nicht so klar ist, ob
das neue Objekt beziiglich des Flusses von & invariant ist, also ob gilt L DxT = 0.

Sei T € TM,. Da L¢(PT) = P(L¢T) = 0 nach Konstruktion der Projektion,
reicht es also zu zeigen, dass P(L¢VxT) = 0 gilt. Es ist

LeVxT = Le (X'OT+T(X,T))
= 0.

Denn T ist eine Funktion von g, deren Lie-Ableitung nach dem Killingvektor £ nach

Voraussetzung verschwindet und Gleiches gilt fiir X, T € TM, .
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Analog gilt die Behauptung fiir alle T € CS, (M), nicht nur Vektorfelder, da

weitere Terme in I" hinzukommen, deren Lie-Ableitung ebenso verschwindet. O

Damit ist D tatséchlich die gesuchte Ableitung auf M, die V° auf S entspricht.
Fiir die mathematisch saubere Begriffsbildung war es notig, die Mannigfaltig-
keit S einzufiihren. Jedoch konnte gezeigt werden, dass mit Hilfe der Metrik aus
Unterabschnitt 2.1.3 alle Rechnungen auf M durchgefiihrt werden kénnen, wenn die
physikalisch relevanten Felder die Gleichungen 2.1.8 erfiillen. Das bedeutet insbe-
sondere, dass die Abbildung ¢ : M — S fiir praktische Rechnungen nicht benétigt

wird.

2.2. Asymptotisch flache Raumzeiten

In der ART ergeben sich, wie in jeder anderen physikalischen Theorie auch,
interessante Einsichten, wenn man die Eigenschaften isolierter Systeme betrachtet.
Wenngleich kein physikalisches System vom Rest der Welt isoliert sein kann, ist es
durchaus wiinschenswert, z.B. einen Neutronenstern zu untersuchen und dabei den
Einfluss von Materie zu vernachléssigen, die sich weit entfernt vom System befindet.
Das heifit, der Stern soll eingebettet sein in eine Raumzeit, die flach wird in grofer
Entfernung. Asymptotisch flache Raumzeiten stellen somit ideal isolierte Kérper in
der Relativitdtstheorie dar und sollen angelehnt an die Ausfiihrungen durch Wald
[Wal84] eingefiihrt werden.

In Newton’scher Gravitationstheorie ist man ebenso an dem Studium isolier-
ter Massenverteilungen interessiert. In diesem Fall kénnen sofort unter gewissen
Abfallbedingungen an die Massendichte Aussagen gewonnen werden iiber das Gra-
vitationsfeld bei groffen Entfernung und es steht eine Multipolentwicklung nach
Abschnitt 1.1 zur Verfiigung.

Es drangt sich die Frage nach einer Definition von asymptotischer Flachheit
in der allgemeinen Relativitdtstheorie auf. Das Problem ist die aktive Rolle der
Raumzeit. Es gibt keine flache Hintergrundmetrik 7 mehr, mit deren Hilfe man
Abfallbedingungen an das Gravitationsfeld formulieren kénnte. Es gibt ausserdem
kein ausgezeichnetes Inertialsystem mit bevorzugter radialer Koordinate. Zwar ist
es oft ausreichend, eine koordinatenabhéingige Definition der Form g = n + f mit
f € O(r=1) zu geben, sie kann jedoch sehr unpraktisch sein, da die Aussagen jeweils
auf Koordinateninvarianz gepriift werden miissen und Probleme fiir den Limes r —
oo auftreten konnen, insbesondere bei der Vertauschbarkeit des Grenzprozesses mit
Ableitungen.

Bildet man die flache Minkowski-Raumzeit durch eine konforme Transforma-
tion n — 7 = O%n auf eine unphysikalische Raumzeit 7 mit konformem Faktor
Q ab, so findet man, dass diese bei einer bestimmten Wahl von €) einer berande-
ten Region des “statischen Einstein Universums” entspricht. Die Mdglichkeit dieser
Abbildung hangt dabei stark von der Struktur der Minkowski-Raumzeit ab. Dies

ist die Motivation, eine Raumzeit als asymptotisch flach zu betrachten, wenn eine
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solche konforme Transformation mdoglich ist und die neue, unphysikalische Raum-
zeit Eigenschaften hat, die dhnlich der Minkowski-Raumzeit sind, wiirde man die
selbe Tranformation an ihr durchfiihren. Eine solche Herangehensweise ist koordi-
natenunabhéngig und vereinfacht die Behandlung von “r = c0”, da dies durch die
konforme Abbildung ein Punkt der neuen, unphysikalischen Raumzeit wird.

Die urspriingliche Definition asymptotisch flacher Raumzeiten durch Penrose in
[Pen64] ist fiir die Betrachtungen zu Multipolmomenten zu restriktiv, da sie geo-
détische Vollstédndigkeit fordert und somit interessante Fille wie die Kerr-Losung
ausschliefit. Deshalb soll hier die Definition nach Geroch [Ger70| verwendet wer-
den. Diese gilt fiir stationdre Raumzeiten, die wie in Abschnitt 2.1 auf die dort

beschriebene dreidimensionale Mannigfaltigkeit S reduziert wurden:

DEFINITION 2.2.1. Ein dreidimensionaler Riemann’scher Raum .S mit Metrik h
heifst asymptotisch flach, wenn ein Riemann’scher Raum S mit Metrik A existiert,

so dass

(1) S=SUA und A ist ein Punkt,
(2) h = Q%h ist eine glatte Metrik auf S,
(3) in Aist =0, VIQ = 0 und V2V"Q = 2 hyy,, wobei V" die kovariante
Ableitung zu h ist!.
Man nennt S den zu S konform kompaktifizierten Raum. Als Beispiel kann bereits
die Kompaktifizierung des flachen Raums nach Abschnitt 1.3 angefiihrt werden.

Leider gibt es keinen Beweis dafiir, dass die Existenz dieser Art der konfor-
men Erweiterung von S in irgendeiner Weise einem asymptotischen Verhalten bei
stationdren Raumzeiten, wie dies etwa in Bondi-Koordinaten nachgerechnet wer-
den kann, dquivalent ist. Man kann nur vermuten, dass aus dem Zutreffen auf alle
bekannten Félle eine allgemeine Beziehung besteht.

Der konforme Faktor wird durch die Definition nicht eindeutig bestimmt, jede
positive glatte Funktion w mit w|y = 1 fiilhrt auf einen anderen konformen Fak-
tor ' = wQ, der alle Bedingungen der Definition erfiillt. Diese Freiheit wird bei
der Definition der relativistischen Momente festgehalten durch die Forderung nach
Verschwinden des Massendipolmomentes. Weiterhin ist die Mannigfaltigkeit S nach
Geroch [Ger70] bis auf Diffeomorphismen eindeutig.

Es stehen jetzt alle mathematischen Hilfsmittel bereit, die Multipolmomente

nach Geroch und Hansen fiir stationdre Raumzeiten zu definieren.

IEs reicht nach Geroch [Ger70] hier auch die Proportionalitét zu h.



KAPITEL 3

Geroch-Hansen-Momente stationarer Raumzeiten

Eine quellenméfige Darstellung wie in der klassischen Theorie in Form von
Gleichung 1.1.1, die Quellen und Felder in Form einer Laplace- oder D’Alembert-
Gleichung verkniipft, ist nicht bekannt. Einzig in linearisierter Ndherung steht eine
solche Verkniipfung in einer bestimmten Eichung mit kanonisch gewdhlten Poten-
tialen zur Verfiigung, vgl. [Ste04].

In Abschnitt 1.3 wurde eine alternative Methode dargestellt, die klassischen Mo-
mente zu berechnen. Diese kann als Motivation gelten, eine dhnliche Konstruktion
in der ART zu verwenden. Geroch [Ger71] konnte 1970 so als Erster eine koor-
dinatenfreie Definition von Massenmomenten fiir statische Raumzeiten entwickeln.
Diese wurde 1974 von Hansen [Han73] auf stationdre Raumzeiten verallgemeinert,
was einherging mit der Einfiihrung von Strommomenten, die den stationdren Anteil
reprasentieren.

Dieses Kapitel soll den Multipolbegriff nach Geroch und Hansen erkléren. Be-
vor jedoch die Momente definiert werden koénnen, ist es notwendig, die Wahl der
Potentiale zu begriinden. Anschliefend wird auf den Zusammenhang zu den Mo-
menten nach Simon und Beig [SB83| bzw. zu den stationidren Momenten nach

Thorne [Tho80] eingegangen, gefolgt von wichtigen Aussagen der Momente.

3.1. Einfiihrung der Potentiale

In Newton’scher Theorie ist die Beschreibung des Feldes vollstdndig gegeben
durch die Angabe des Gravitationspotentials U. Welches Potential wird im Grenzfall
U entsprechen und fiir eine allgemeine Multipoldefinition geeignet sein? Gibt es eine
Vielzahl von moglichen Potentialen?

In linearisierter Theorie werden mehrere Potentiale eingefiihrt und iiber eine
quellenméfige Darstellung mit dem Energie-Impuls-Tensor verkniipft. Eine solche
Situation wird im allgemeinen stationdren Fall nicht zu erwarten sein. Da in der
ART neben der Masse auch die Strome eine Rolle spielen, sind zwei verschiede-
ne Sétze von Multipolen und somit zwei unterschiedliche Potentialdefinitionen zu
erwarten.

Die Definition der Potentiale nach Geroch-Hansen lautet:

DEFINITION 3.1.1. Sei £ ein zeitartiger Killingvektor. Sei €2V definiert durch

= —g(6,9)

22
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und die Drehung w,dx® gegeben durch
Wa = eabcdfbvcgd

bzw. *w = £ A V&. Im Vakuumfall ist die Form geschlossen und das Drehpotential

b kann eingefiihrt werden:
(3.1.1) Vb = w,.

Dann sind die Massen- und Strompotentiale ®™ und &’ gegeben durch

(I)M . €4U + b2 -1
T 4e2U )
b
J oo
(b . ﬁ.

Die Drehung w, gibt an, wie stark der zeitartige Killingvektor dreht, beschreibt

also in gewisser Weise eine Kriimmung der zeitartigen Hyperfliache, die er definiert.

2U

Die Interpretation von e*” ist am einfachsten in einem Koordinatensystem, in dem

&€ = 0, ist. Dann ist offensichtlich e?V = —g;. Im Newton’schen Grenzfall hat die
Metrik dann in geeigneten Koordinaten die Gestalt gnewton = —e2UMdt2 4 da? +

dy® + dz? und die Potentiale sind gegeben durch

oM AU q
- 42U
_ AUH8U ...
o 4(142U+...)
~ U,

o' = o.

Eine andere Wahl des Massenpotentials, z.B.

(I)M,neu _ % (an (@M)" + Zbl ((I)J)”L>
=1

mit beliebigen reellen Zahlen a und b;, hitte den selben Newton’schen Grenzwert.

Jedoch stellt Geroch in [Ger71] dar, dass mit der gegebenen Definition beide
Potentiale in folgender Weise dquivalent sind. Fiihrt man die neue, mit e?Y reska-
lierte Metrik h auf S ein durch

n

hay = 62UHab
(3.12) = ¢ gas + b,
so lassen sich die Feldgleichungen darstellen in den Potentialen ®™ und ®’. Wenn

D die zu h gehorige kovariante Ableitung ist, dann gelten die zu den Einsteinglei-

chungen im Vakuum &quivalenten Formulierungen

1
D"Da—E oM = EK%M,
8 8

R 15
(3.1.3) (D“Da — 8) P! = ?#qﬂ
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mit der zugehorigen skalaren Kriimmung R und

W= o (D7) (D) + (D) (Do)

sowie dem Ricci-Tensor

Rapy = 2[(Da@") (Dy@M) + (D,27) (Dy®”)]
1

-3 {Da\/l 4 A(BM)2 4(<I>J)2] [Db\/l 4 A(OM)2 1 4(D7)2| .

Die Potentiale haben nach den Gleichungen 3.1.3 eine erstaunliche Symmetrie: die
Feldgleichungen beider Potentiale sind identisch. Geroch konnte deshalb zeigen,
dass bestimmte Transformationen zwischen ihnen zu neuen Losungen der Einstein-
gleichungen fithren. Leider ist in dieser Klasse von Losungen bestenfalls eine fiir
nicht-leere Raumzeiten asymptotisch flach und somit hier von Interesse.

Das gewiinschte Newtonsche Grenzverhalten von ®™ und die Symmetrie zwi-

schen beiden Potentialen kénnen somit als Motivation fiir ihre Definition gelten.

3.2. Definition der Momente

Jetzt sind alle Voraussetzungen gegeben, um die Begriffsdefinition der Multi-
pole nach Geroch-Hansen darzulegen. Zum Einen die Mannigfaltigkeit S mit neuer
Metrik hqap = €?Ygay + £,&, die Potentiale ®M und &’ sowie zum Anderen die
Moéglichkeit der konformen Kompaktifizierung im Falle von asymptotisch flachen
Raumzeiten nach Definition 2.2.1 mit konformem Faktor €, Metrik » = Q2h und
“konform Unendlich” A={r = oo}.

Die Potentiale konnen durch Vorgabe der Raumzeit mit Hilfe ihrer Definition
3.1.1 als bekannt angesehen werden. Dies ist eine vergleichbare Situation wie in
Abschnitt 1.3 und die folgende Definition der Multipolmomente wird eine natiirliche

Verallgemeinerung darstellen.

DEFINITION 3.2.1. Seien die konformen Potentiale ®M/7 gegeben durch
(DM/J

HM/J
VQ

und folgende Tensoren rekursiv erklart
pM/I . M/

pMA P, PMI (n—1)(2n— S)R pM/I
ai.

Oy ag...an 2 ai1a2+ az...an ’
STF

wobei STF fiir den spurfreien und symmetrischen Teil steht und die Rij der Ricci-
Tensor zu h sein soll. Dann sind die Multipolmomente in der ART nach Geroch
und Hansen fiir stationére Raumzeiten definiert als

(3.2.1) Qs = Pl -

Die Tensoren P;VIH / z;] sind bezeichnet als Multipoltensoren, die QM , = M, ,

sollen Massen- und die Q?

0 b = Ja..p Strommomente genannt werden.
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Die so definierten Momente sind noch nicht eindeutig, jedoch kann der kon-
forme Faktor 2 fixiert werden, indem das Verschwinden des Massendipolmomentes
gefordert wird. Dies ist gleichzeitig eine Verallgemeinerung des Begriffs eines Mas-
senzentrums.

Warum funktioniert die direkte Verallgemeinerung von Gleichung 1.3.2 mit

PMAI = M,
P e [Dup ]
ohne den zusétzlichen Term mit Ricci-Tensor nicht? Geroch stellte fest, dass die so
definierten Tensoren unter einer anderen zuldssigen Kompaktifizierung mit konfor-

mem Faktor
Q - w-0

falsch transformieren. Da der Ricci-Tensor von S jedoch auch in Abhéingigkeit von
w transformiert, kann dies durch den Zusatzterm kompensiert werden. Dies deutet
auch ein Problem bei praktischen Rechnungen in konformen Geometrien an: Im
Allgemeinen bleiben Differentialgleichungen unter solchen Abbildungen natiirlich
nicht invariant und eine entsprechende dquivalente Formulierung in dieser Darstel-

lung muss erst noch gesucht werden.

3.3. Aquivalenz zu anderen Definitionen

Nachdem Geroch [Ger70] 1970 seine Definition fiir statische asymptotisch fla-
che Raumzeiten gegeben hat und 1974 Hansen [Han73| diese auf Stationaritit
verallgemeinerte, gab Thorne [Tho80] 1980 seine Definition ebenfalls fiir den von
Hansen beschriebenen Fall, jedoch in speziellen Koordinaten. Drei Jahre spater
erfolgte eine Variante von Simon und Beig [SB83].

Im selben Jahr konnte jedoch bereits Giirsel [Giir83| zeigen, dass alle Defi-
nitionen dquivalent sind. Je nach Aufgabenstellung kann so eine der Definitionen
herangezogen werden. Der Zusammenhang zu den Momenten nach Fodor et al.
[FHP89] wird in Teil 2 untersucht.

Giirsel stellte fest, dass die Massen- und Strommomente von Simon und Beig
mit denen von Geroch und Hansen identisch sind. Der Unterschied zu den Momen-
ten nach Thorne ergibt sich zu

1

MThorne _ Geroch-Hansen
ay...an - (2n _ 1)” aj...an ’
n+1 Geroch-Hansen

JThorne
ar--a 2n(2n — 1) oran
Die Momente nach Simon und Beig unterscheiden sich durch ihre Definition der
Potentiale nicht von denen nach Geroch und Hansen, es handelt sich in gewisser
Weise um einen dhnlichen Ansatz. Es lohnt sich jedoch, die Definition nach Thorne

einmal explizit aufzuschreiben, da sie dem intuitiven Verstdndnis der Entwicklung
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der Metrik in r~!-Potenzen entspricht. Die Ausfiihrungen sind stark angelehnt an
das Kapitel “Multipolmomente” der Dissertation von Joachim Heimberger [Hei92].
In massenzentrierten Koordinaten mit verschwindendem Dipolmoment und in

der stationdren de Donder-Eichung, die durch

(V —ggab) b = 0 b rdumlicher Index
charakterisiert wird, sind die stationdren Momente nach Thorne gegeben durch
2M  2M?
g = -1+ ——-—7
r r
1 [220 =D e T 2
pl+1 |:“Ma1...al I +5i-1
1=2
| 41(21 — 1) Thome T ...z
gty = ;TZH {_ (+1) Ejkaz,Jkaf..ai_lT-f'Slq )
2M M? ;T
gij = (Sij (1+T‘)+T2((Sij+ 2 )
1 (220 = D horme T L2
+ Z rlt1 |:“Ma1...al T(Sij +S-1],
1=2
wobei 72 = z2 4+ y? + 22 die Bedeutung des Radius in kartesischen Koordinaten

besitzt und die Indizes ¢ und j rein rdumliche Indizes sind. S;_; ist ein Symbol
fiir Funktionen beider Winkel, die sich aus den Kugelflichenfunktionen Y, der
Ordnungen kleiner als [ zusammensetzen.

Aus den Erfahrungen bei der Berechnung der Multipolmomente muss an der
Stelle gewarnt werden vor einem ungenauen Umgang mit den Voraussetzungen an
die Koordinaten. Masse und Drehimpuls sind bei der Betrachtung als Koeffizienten
in einer 1/r-Entwicklung unter vielen Koordinatentransformationen invariant. Dies

gilt jedoch nicht fiir die hdheren Momente!

3.4. Einige Aussagen der Momente

Der Artikel von Giirsel [Giir83] gibt neben dem Aquivalenzbeweis der Momente
eine Ubersicht von einigen Aussagen, die mit Hilfe der verschiedenen Definitionen
getroffen werden koénnen. Diese sollen hier mit Verweis auf den Beweis aufgefiihrt

werden.

(1) Stationdre Raumzeiten sind dann und nur dann statisch, wenn ihre Strom-
momente verschwinden.
In allen Formulierungen ist es leicht zu zeigen, dass bei Verschwinden der
Strommomente die Raumzeit statisch sein muss. Die Umkehrung ist kom-
plizierter, konnte jedoch durch Xanthopoulos [Xan79] gezeigt werden.
Im Falle eines sphérisch symmetrischen Problems ist die Lésung durch
die Schwarzschild-Raumzeit [Sch16] gegeben und nach dem Birkhoff-
Theorem [Bir23| eindeutig.
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(2) Eine statische Raumzeit ist dann und nur dann flach, wenn alle ihre Mas-
senmomente verschwinden.
Xanthopoulos war auch hier der Erste, der dies anhand der Geroch-Hansen-
Formulierung zeigen konnte. Mit Hilfe der koordinatenabhingigen Formu-
lierung von Thorne ist die Aussage sogar eine Trivialitit.

(3) Eine stationdre Raumzeit ist dann und nur dann axialsymmetrisch, wenn
alle ihre Momente axialsymmetrisch sind.
Diese Aussage folgt sofort aus der Definition der Momente, da die Tensoren
P durch die Konstruktion der Potentiale diese Symmetrie besitzen miissen.

(4) Zwei Raumzeiten haben weit entfernt von der Quelle die selbe Struktur,
wenn ihre Multipolmomente konvergieren.
Diese vielleicht wichtigste Aussage im Rahmen der invarianten Beschrei-
bung von stationdren Raumzeiten durch Multipolmomente wurde von
Simon und Beig [SB83] als auch durch Kundu [Kun81| mit Hilfe der

Geroch-Hansen-Momente bewiesen.

Waéhrend die ersten drei Aussagen beinahe selbstversténdlich erscheinen, bedeutet
die letzte tatsdchlich die Moglichkeit, stationdre Raumzeiten nach ihren Multipolen
zu charakterisieren. Jedoch wird jeder Satz von Momenten wahrscheinlich von ver-
schiedenenen Materiekonfigurationen hervorgerufen. Am einfachsten kann dies im
Falle der Schwarzschild-Raumzeit nachvollzogen werden, da jeder sphérisch symme-

trische Stern diese Aufsenlésung bedingt, unabhéngig von seiner Zustandsgleichung.

3.5. Zu Erhaltungsrofien

Emmy Noether war es, die 1918 den Zusammenhang zwischen Erhaltungsgro-
fen und kontinuierlichen Symmetrien herstellen konnte [Noel8|. Ihre Leistungen
flir die Wissenschaft unter den damaligen Umsténden kénnen nicht hoch genug
geschétzt werden.

Vom Standardmodell der Elementarteilchen werden Felder beschrieben, deren
Wirkung unter den Symmetriegruppen U(1), SU(2) und SU(3) invariant ist. Da-
raus ergibt sich ein ganzer Satz an erhaltenen Stromen und Ladungen im Noether-
schen Sinne.

Die Situation in der Relativitdtstheorie ist grundsétzlich anders. Wahrend die
Symmetriegruppen der Quantenfeldtheorie vor einem nicht verénderlichen Min-
kowski-Hintergrund wirken, ist in der Allgemeinen Relativitatstheorie gerade die
den Raum beschreibende Metrik das physikalische Feld, welches mit der Materie
wechselwirkt. Die entsprechenden Symmetriegruppen sind demzufolge Isometrien,
unter deren Wirkung sich die Metrik nicht veréndert. Die zugehorigen Vektorfelder
sind die Killing-Felder, was ihre Bedeutung in Bezug auf Erhaltungsgréfsen in der
ART begriindet.
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Unter der Voraussetzung der Stationaritéit mit zugehorigem Killing-Feld £ kann

so die Masse M invariant eingefiihrt werden:
1
M = 2/(Tab - iTzzgab)nagde
)

Dabei ist ¥ eine raumartige Hyperfliche, n das normierte zu ¥ senkrecht stehen-
de, in die Zukunft zeigende Vektorfeld. Das Volumenelement dV bezieht sich auf
das von der Raumzeit auf ¥ induzierte Volumenelement. Die Herleitung und viele
weiterfiihrende Kommentare sind dargestellt z.B. in [Wal84].

Analog gibt es unter der Annahme von Axialsymmetrie eine weitere Erhaltungs-
grofse: den Drehimpuls J. Dieser kann mit dem zugehérigen Killingfeld 1 berechnet

werden als
J = - / Toon®ntdV.
>

Jede stationére, asymptotisch flache Raumzeit kann mit Hilfe der Multipolmo-
mente nach Geroch und Hansen in grofer Entfernung von den Quellen charakteri-
siert werden. Man konnte jetzt meinen, da diese Grofen sich nicht &ndern, handelt
es sich um Erhaltungsgrofen. Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn man Erhaltungs-
grofsen in Verbindung mit kontinuierlichen Symmetrien nach der Idee von Emmy
Noether definiert.

Die Aquivalenz von Masse und Drehimpuls mit den gleich bezeichneten Multi-
polmomenten ist nicht trivial zu zeigen. Eine Herleitung haben Hartle und Sharp
jedoch bereits 1967 in [HS67] gegeben, wenn man die Koordinatendarstellung der

Momente nach Thorne heranzieht.



Teil 2

Die Berechnung nach Fodor et al.



Bei der tatséchlichen Berechnung der Multipolmomente nach Geroch und Han-
sen ergeben sich viele technische Schwierigkeiten. So ist etwa die Bestimmung eines
konformen Faktors, der Definition 2.2.1 erfiillt, in allgemeinen stationdren Raum-
zeiten oft nicht leicht zu realisieren. Auch eine computergestiitzte Implementierung
der Rekursion stellt sich als kompliziert und rechenintensiv heraus. Deshalb lohnt es
sich, die Situation in Raumzeiten mit weiteren Symmetrien genauer zu untersuchen.
Dies wurde im Falle der Axialsymmetrie durch Fodor et al. [FHP89] getan.

Dort léasst sich mit Hilfe des Ernst-Formalismus ein Algorithmus herleiten, der
die Anzahl der zu berechnenden Tensoren wesentlich verringert. Dieser Teil der
Arbeit wird die Rechnungen von Fodor ausfiihrlich darstellen und an einigen Stellen
mit strengen Aussagen unterlegen. Die Resultate von Fodor konnten anhand einer
eigenen Programmierung des Verfahrens bestétigt sowie das elfte Moment bestimmt
werden.

Das erste Kapitel dieses Teils wird die Vorbereitungen zur eigentlichen Herlei-
tung des Alghorithmus darstellen. Zuerst wird die Kompaktifizierung des Raums
in angepassten Koordinaten besprochen. Danach erfolgt eine kurze Vorstellung der
Ernst-Gleichung. Im Anschluss wird das Potential ¢ eingefiihrt, mit dessen Hilfe
die Definition der Momente nach Fodor erfolgt. Auferdem wird auf die Aquivalenz
zu den Momenten nach Geroch und Hansen eingegangen. Die besondere Form von
reguldren Tensoren auf der Achse im Falle der Axialsymmetrie wird danach auf
die Momente angewendet. Das Kapitel endet mit einer Herleitung der benétigten
konformen Ernst-Gleichung.

Das zweite Kapitel behandelt die Herleitung aller fiir eine Implementierung né-
tigen Schritte und stellt die gefundenen Ergebnisse dar. Zuerst wird mit Hilfe eines
Potenzreihenansatzes das konforme Potential ¢~5 durch die Entwicklungskoeffizien-
ten auf der Achse ausgedriickt. Bei der anschlieftenden Herleitung des Algorithmus
spielt die Axialsymmetrie die entscheidende Rolle bei der Reduktion der zu berech-

nenden Tensoren.



KAPITEL 4

Voriiberlegungen

4.1. Kompaktifizierung Axialsymmetrischer Raumzeiten

Eine stationére axialsymmetrische Raumzeit kann immer in Weyl-Lewis-Papa-

petrou-Koordinaten durch die Metrik
g — 6_2U [er (dp2 + dc-Q) + W2dg02:|
(4.1.1) eV (dt + a - dp)?
charakterisierter werden, wobei die Funktionen U, a, kK und W nur von den Koor-
dinaten p und ¢ abhingen, siche etwa [MAKT08|. Das Grenzverhalten der Funk-

tionen in der Umgebung von A ist fiir die Kompaktifizierbarkeit von besonderem

Interesse. Fiir p? + (2 — oo soll unter der Voraussetzung einer kompakten Materie-

verteilung
U,
a — 0,
k — 0,
W — p

gelten. Eine solche Raumzeit ist nach der Definition 2.2.1 asymptotisch flach:
Die Metrik hqp = €2V gop + Eo&p ist auf M gegeben als

ho = e (dp® +d¢?) + W2de?.

Bei der getroffenen Wahl von £ = 0; hat h erwartungsgemift keine Terme mehr in

dt. Es werden die neuen Koordinaten

5= P
p?+ ¢
(4.1.2) ¢ = %
P+ ¢
p = 9

eingefiihrt, welche als Spiegelung am Einheitskreis interpretiert werden kdnnen.

Dabei ist 72 = % + (2 = 2. Damit ist die Metrik gegeben durch
ho o= e (d[P n d§2) - W2dg2.

Fiir grofle p, also in einer Umgebung von A, ist W =~ p. Damit erhélt man
homo i e (a4 dc) + g

31
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was bei der Wahl W = p exakt ist. Diese Herangehensweise ist nicht unpraktisch,

denn jetzt kann ein geeigneter konformer Faktor sofort als
Q =

gewahlt werden und die Metrik h = Q2h ist gegeben durch

(4.1.3) h = e (dp® +d¢?) + FW2dg?

(4.1.4) 20 d4p? 4 dC + B

Die konforme Metrik A entspricht demzufolge in A der konformen Metrik der
Minkowski-Raumzeit und es ist schnell zu iiberpriifen, dass der konforme Faktor 2
alle Bedingungen nach Definition 2.2.1 erfiillt. Damit sind solche axialsymmetrisch

stationdren Raumzeiten tatsichlich konform flach.

4.2. Die Ernst-Gleichung

Ausgehend von einem Variationsprinzip leitete Ernst 1968 in [Ern68] eine spe-
zielle Form der Vakuumfeldgleichungen axialsymmetrisch stationdrer Raumzeiten
her. Es existieren auch andere Darstellungen, jedoch kann dieser Zugang als sehr

erfolgreich bezeichnet werden. Ernst selbst merkte in seiner Arbeit an:

“The reformulation of the axially symmetric gravitational field
problem in terms of the £ equation facilitates an intensive investi-

gation of solutions corresponding to uniformly rotating sources.”

Er sollte Recht behalten. Das Feld der starr rotierenden Staubscheibe nach Neuge-
bauer und Meinel [NM93, NM95| konnte mit Hilfe dieser Formulierung bestimmt
werden.

Eine ausfiihrliche Herleitung der Ernst-Gleichung kann z.B. in [MAK™08|
nachgeschlagen werden. Hier wird das Ergebnis kurz vorgestellt.

Im Vakuum gilt fiir das Potential W die Gleichung

Wipp+Wee = 0,

weshalb die Wahl W = p immer realisiert werden kann. In diesem Fall sind die

Feldgleichungen dquivalent zu der Ernst-Gleichung

(42.1) R(HAF = (V)
mit dem komplexen Ernst-Potential

(4.2.2) f(p,¢) = € +ib.

Der Laplace-Operator bezieht sich dabei auf den dreidimensionalen flachen Raum.
In Zylindergeometrie ist
02 10 0? 1 0?

AN = —— 4 4 - L -~
57 T pop o T Fog
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mit der in Axialsymmetrie immer verschwindenden ¢-Ableitung. Analoges gilt fiir

V. Das Potential b kann berechnet werden mit Hilfe von
a7p = pei4Ub7C )
a,e = fpe“wb,p

und der Forderung, dass f im Unendlichen gegen 1 geht.

4.3. Das Potential ¢

Fodor, Hoenselaers und Perjés benutzten nicht die in Definition 3.1.1 gegebe-
nen Potentiale, sondern wihlten einen Potentialansatz ausgehend von der Ernst-
Gleichung. Sie verwendeten das ebenfalls von Ernst in Gleichung 10 seiner hier

zitierten Arbeit definierte Potential

4.3.1 ARV
(43.1) 0.0 = T
Ziel ist es jetzt, die Ernst-Gleichung in ¢ auszudriicken. Es gilt
f = w
(1+9)(1+¢)

1—2i-S3(¢) — ¢
14+2-R(o) + 0o

und damit in den einzelnen Termen

1 —¢¢
= ey
2
Af = g (19 -2(997).
4(V¢)”
v o=
v (1+0)"
womit sich die Ernst-Gleichung schreiben 14fst als
99— 1 2] _ 2
T3 [(1+0)a0-2(99)°] = 2(v9)".
Bei Beachtung von
¢ — 1 _ -1+
1ro b= oy ¢’
Trennen und Kiirzen von Termen folgt dann die Ernst-Gleichung in ¢:
03
(4.3.2) A¢ v f - (Vo).

Auch diese Form wurde bereits durch Ernst angegeben.

4.4. Fodor’sche Momente

Mit Hilfe von ¢ werden neue Massen- und Strompotentiale und damit neue
Momente eingefiihrt. In diesem Abschnitt wird neben ihrer Definition dargestellt,

dass die Momente zu denen nach Geroch und Hansen dquivalent sind.
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DEFINITION 4.4.1. Die Potentiale nach Fodor [FHP89] sind definiert als Real-
und Imaginéarteil des Potentials ¢, kurz
¢ = @MFod o gl Fod

Analog zur Definition 3.2.1 nach Geroch und Hansen werden die zugehorigen Mul-

tipoltensoren nach Fodor definiert durch

pred .— (55 ¢
Ve
) 2 o (n_l)(2n_3)~ o
sz;..d.an = Dalpti.c.i.an - fRalaQPaf;fl.an
STF

Demzufolge sind die Multipolmomente gegeben durch

Fod _ Fod
ay...an - Pa1 an|A7
Fod _ Fod Fod _ cx)Fod
Mal...an - §Rczal...an und Jal...an - \sQal...an‘

Wie hiingen die so neu definierten Potentiale und Momente mit den urspriingli-
chen nach Geroch und Hansen zusammen? Nach Trennung in Real- und Imaginérteil
des Potentials ¢ und bei Beachtung von f = €2V + ib wird klar, dass
HM/J,Fod

PM/J
(q,M,Fod)Q + ((I)J,Fod)z 1

gilt. Nach Theorem 4 in [SB83| haben zwei Sitze von Potentialen, ®™/7 und ZM/’
die selben Momente, wenn ®M/J = @M/J(ZM =7) und es gilt mit A oder B =
M oder J:
094
0=B

A/ B

A
= 637

M_=J_

0

[

—z9).

—~

)

Bezogen auf den Wechsel der Geroch-Hansen-Potentiale ®4 zu denen nach
Fodor, ®4:Fod jst

0P
- = 54  und
0P B-Fod PM,Fod —J,Fod —( B
@M/J((I)M,Fod7q)J,Fod) _ _(I)M/J(_(DM,Fod’_(I)J,Fod).

Damit sind beide Definitionen aquivalent, bei den Massenmomenten gibt es aller-

dings einen Vorzeichenwechsel, wihrend die Strommomente unverindert bleiben':
)
Geroch-Hansen — __ Fod
(4.4.1) M = M,

Geroch-Hansen — __ Fod
(442) Jal.“an - Jal.

cQp

IDie Aussage erfolgt hier ohne Beweis. Als Beispiel kann die Kerr-Metrik in Abschnitt 6.1 heran-
gezogen werden.
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Das bedeutet: die in Definition 3.2.1 eingefiithrten Multipolmomente kénnen mit
Hilfe des Potentials ¢ berechnet werden. Dariiber hinaus kénnen so alle Erfahrun-
gen im Ernst-Formalismus auf die Berechnung der Multipolmomente iibertragen

werden.

4.5. Ausnutzung der Axialsymmetrie

In der Newtonschen Theorie sind die Momente in Axialsymmetrie durch die

1
Me ¢

n

M,

gegeben, wenn ¢ die Symmetrieachse darstellt, siehe Gleichung 1.1.3 auf Seite 10.
Die Konstruktion ist im Relativistischen identisch, jedoch die Argumentation nach
Hansen [Han73] eine andere:

Im konformen Raum sollen die Tensoren P;\./I. / 1;] Fod uf der Symmetrieachse
¢ regulér sein. Da kein Winkel ausgezeichnet ist, miissen in j = 0 alle anderen
Anteile als die Projektion auf die Symmetrieachse verschwinden. Das heiftt fiir die

Tensorfelder Px / I;T aus Definition 3.2.1 mit Symmetrieachse 5 :

g

st ... il = PMite...edl
P ide' ® - ®@dx R PC.»-Cd<® ®dCA+0.

Deshalb sind die Momente n-ter Stufe bestimmt durch die Pf__, R n-ter Stufe in A.

Die folgende Definition ist angelehnt an die durch Hansen in [Han73] gegebene.

DEFINITION 4.5.1. Seien die Multipolmomente wie in 3.2.1 definiert. Der kon-
forme Faktor ) sei so gewéahlt, dass der projezierte Teil des axialen Killingfeldes
auch ein Killingfeld beziiglich h ist, also LﬁiL = (0. Weiterhin soll 7 so gewahlt sein,
dass das Vektorfeld der Symmetrieachse, f“ = %éabcf)bnc in A ein Einheitsvektor
ist. Dann werden die Multipolmomente komplett beschrieben durch die Wirkung
auf die Symmetrieachse und die skalaren Massen- und Strommomente n-ter Stufe
nach [FHP89| sind gegeben durch

1 . ~
(4.5.1) Mt = SR, (A,
1 . ~
(45.2) T = PR,

Es sei weiterhin
(4.5.3) Qret = Myt igfed

Da im axialsymmetrisch stationéren Fall die Metrik nach Gleichung 4.1.1 ver-

wendet wird, kann die Symmetrieachse als (-Achse identifiziert werden.

4.6. Die konforme Ernst-Gleichung

Um einen Ansatz zur Berechnung der Momente mit Hilfe des Ernst-Formalismus
entwickeln zu kénnen, ist es notwendig, die Ernst-Gleichung in q; auf dem kompak-

tifizierten Raum zu kennen.
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LEMMA 4.6.1. Nach der konformen Kompaktifizierung des asymptotisch flachen
Riemann’schen Raumes (S, h) nach Abschnitt 4.1 und der Wahl W = p sind die
Ernst-Gleichung in ¢ beziglich (S, h)

(4.6.1) (66— 1)A¢ = 26(Ve)
und die konforme Ernst-Gleichung in ¢ auf (S, ?L)

= o N2
(4.6.2) (f2¢¢ - 1) Ad = 2§ (vw)

aquivalent.

BeEWEIS. Die zur flachen Metrik h konforme Metrik & ist gegeben durch
(4.6.3) h = dp*+d¢% + p2de>.
Es soll nun die Koordinatendarstellung von h in den “Schlangenkoordinaten” ver-
wendet werden, um Gleichung 4.6.1 in diesen Koordinaten auszudriicken. Bei Be-
achtung von 9z¢ = 0 ist

Avp = —1 o, (Mdet(h)h”@-q&)

det(h)

!

p p
O 230500 + 0 25 0:6 + o)

TN TN
il

bz‘ﬂéﬁ bz‘j};

5 1 2,

=2 (355 + 555) ¢+ 5050~ = (P28ﬁ + Cpﬁg) ¢>
-4 1 2 [~ e

= 7 (855 + ;65 + (9&") ¢ —2r (pap + 485) o.

Weiterhin ist aus Gleichung 4.6.2:

A =1~@OMMMW@@

det(h)
1
(655 + 58,3 + 655)

¢
r
1 2 /. e
(35,3 + ;3[; + 3*5 ¢ — 73 (paﬁ + Cac*) 0.

=<l =

Damit ist
(4.6.4) Awdp = PAS,
was die Aquivalenz der linken Seiten zeigt. Es ist
(Vid)* = hi(@) (Vad)' (Vio)
= hish" (010) W7* (9k0)
= W (09) (0rd)
9 2
_— |:(8ﬁ¢) + (aggz)) n 0} sowie
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_\2 2
(Vi) = (Va9)
2
= (99)" + (5§¢) -
Folglich gilt
N2
(4.6.5) (Vo) = (Vo)

Da ¢ = ¢/7, sind beide rechten Seiten der Gleichungen 4.6.4 und 4.6.5 um einen

Faktor 7 verschieden:
_ = N2
6(Vie) = 76 (;9)
und die Aquivalenz ist gezeigt. O

Damit ist es gelungen, den Ernst-Formalismus auf den kompaktifizierten Raum
zu libertragen. Es kann nun nach einem moglichst ressourcensparenden Algorithmus

gesucht werden, der es gestattet, die Momente iterativ zu berechnen.



KAPITEL 5

Algorithmus und Ergebnisse

5.1. Der Potenzreihenansatz

Es ist bekannt, dass die Vorgabe des Ernst-Potentials auf der Achse ausreicht,
um das Gravitationsfeld im gesamten Raum vollstdndig zu beschreiben. Ein &hnli-
ches Verhalten ist auch im kompaktifizierten Raum zu erwarten. Ziel ist es, in einem
Potenzreihenansatz durch Koeffizientenvergleich alle Koeffizienten in Abhéngigkeit
von denen auf der Achse auszudriicken. Letzten Endes konnen so alle Multipolmo-
mente in Abhéngigkeit von den Entwicklungskoeffizienten des Ernst-Potentials auf
der Achse ausgedriickt werden.

Die Differentialoperatoren beziehen sich in diesem Abschnitt auf die Metrik A
aus Gleichung 4.6.3. Die Ernst-Gleichung in QNS([),E) = ¢/ ist bei Beachtung von
Vi)’ =1

= A 2
2 (vms)
= N\ 2 - - ~
2 <f2 (w) +27d (w) (VF) + ¢>2) .

(f%éqi - 1) Ad

Um die folgenden Rechnungen etwas nachvollziehbarer zu gestalten, wird die Glei-

chung in zwei Teile aufgespalten:
LHS = (f%q? - 1) A
= (7‘ ¢p — 1) 855@5 + E@ﬁ(ﬁ + 8&:@5 ,

RHS

=0, N2 N2 e -
26 (r {(aﬁa:) + (0:9) } +2 (056 + C0;0) + 6 ) .
Es wird in der Ndhe von A ein Potenzreihenansatz der Form

(5.1.1) b = Z ai;p'C
4,j=0
gewihlt. Der Ubersichtlichkeit halber werden die Schlangen iiber den Koordinaten

weggelassen. Alle Summen laufen, so lange dies nicht anders ausgedriickt wird, von

38
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0 bis co. Dann ist

LHS = (pQ + CZ) Z aabdcdpaJrCCber —1] %
a,b,c,d

> aes (ele = 1)p ¢ +ep 20 + F(f = 1)p°¢7?)
L e:f

= (PP +) D aapiicap™ ¢~ 1] x
a,b,c,d

- ) )
ZaefpeCf (;2 + f(fCQ 1))
_€7f

2 2
_ Z aabdcdaefpa+c+e<b+d+f (62 + f(f _ 1) + 62% + f(f _ 1)p2>

_a,b,c,d,e,f C
e f(f-1
=D aesptc! (2 t (2)> :
o7 I ¢
Koeffizientenvergleich fiir p*¢! ergibt auf der linken Seite:

LHS, "¢ — Z aabledtes (€2 + f(f — 1)) p Tt Sy ote kObras £

a,b,c,d,e, f

+ > Gaplcatese®p® RIS Lo kbt praa
a,b,c,d,e, f

+ Z Aabcaer f(f — 1)pTerer2eorani=25 @ ero kObtdrf—2.
a,b,c,de,f

_ 2 e—2 f(; (5 _ -1 ef—26 (5

ef€ P (¢ e—2, k07,1 aer f(f —1)p°C! ™ 0e k0 p—2,-

e, f e, f

Damit ergibt sich fiir die linke Seite der p*¢!-Vorfaktor

Za+c+e:k Aapled [aef (62 + f(f - 1)) + Ae42 f_2(8 + 2)2
b+d+f=l

Fae—z pro(f +2)(f +1)] = arso (b +2)* — ag 132(0 + 2)(1 + 1).
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Jetzt die rechte Seite:

RHS = QZﬁabpaCb (P2+C2) Z acdaefcechre—z€d+fJr Z acdaefdfpc+e<-d+f*2

c,d.e,f c,de, f
+2Zacdp ¢! Zafep T+ D aer o |+ D deaaespTteCH
c,d,e,f c,d,e,f

= 2) "M Y ey [oepTHCTH g cept IR 4 gppeter a2
c,dye, f

1
+dfp T 42 > acateppt ¢ (e+ f+ 2)
c,dye, f

2
2 ) Gapleaaeppt TG {1 +eetdf +2(e+f)+ Ceg + 2 }
a,b,c,de, f

2
2 ) dapcacsp" TG {1 +ae+bf +2(e+ f)+ aeg +bf% @ }
a,b,e,de, f

Dies ergibt fiir die rechte Seite den p*¢!-Vorfaktor

2 Za+c+e=k Aabled [aef (1 +ae + bf +2 (6 + f))
b+d+f=l

taet2 f-2a(e+2) + ae—2 p12b(f +2)].

Die beiden Vorfaktoren miissen identisch sein. Daher ist

apy2 1k +2)? = —(+2)(+Dag i2+ Y Gapled X
a+t+cte=k
b+d+f=l

(5.1.2) [acy (€2 + f* — 2 — 2ae — 2bf — de — 5f)

Faet2 f-2(e+2)(e+2—2a) + ac—z s2(f +2)(f +1—2b)].

Dies entspricht Gleichung (12) aus [FHP89].
Die wichtigste Aussage dieser Gleichung ist, dass die Vorgabe der

my = Qon

reicht, um alle weiteren a;; zu bestimmen: a;; = a;; (mg, k <i4 7). Ausserdem gilt
a;; = 0 fiir ungerade 7, was ebenso zu erwarten war, da ¢~> eine gerade Funktion in
p sein muss.

Auf der Achse ist 7|;_, = ¢ = % und folglich gilt mit ¢ = 7#¢ nach Gleichung
5.1.1

Dies ist eine fiir praktische Rechnungen sehr niitzliche Aussage, denn fiir die Be-
stimmung der m,, muss die Raumzeit nicht kompaktifiziert werden, es reicht eine
Entwicklung des Potentials ¢ auf der Achse.
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5.2. Herleitung des Algorithmus

Da alle physikalischen Informationen des Vakuumteils der Raumzeit in QNS ent-
halten sind, ist es nicht verwunderlich, dass alle fiir die Berechnung der Momente re-
levanten Grofen wie der Kriimmungstensor und die Zusammenhangskomponenten
mit Hilfe von ¢ und seinen Ableitungen ausgedriickt werden kénnen. Alle Formeln
dieses Abschnitts beziehen sich ausschlieflich auf Grofen in der kompaktifizierten
Raumzeit, weshalb die Tilden zu Gunsten der Lesbarkeit in diesem Abschnitt weg-
gelassen werden.

Nach Fodor gilt fiir die zu bestimmenden Groéfien

1 _ _
Ry = E(GiGj"‘GiGj)v
p
(5.2.1) k, = 5(Rpp—Rzz),
k,. = p-Rp

mit
Gp = <¢7p _P¢7C )
GC = p(bm +<¢7C +¢>
G, = 0,
D = r2¢pp— 1.

Damit sind im Prinzip nach den Aussagen des vorherigen Abschnitts alle Grofsen
mit Hilfe der m,, ausgedriickt.

Ein néchster Schritt ist das Aufstellen von geeigneten Iterationen fiir die Be-
rechnung der Multipoltensoren P“‘)dzn Durch Ausnutzen der symmetrischen Natur
dieser kann die Berechnung im Folgenden vereinfacht werden.

Ausgangspunkt ist wieder Definition 4.4.1

PFOd _ QS,

(522) Pt = [p,prd, DTS L e

a1t as...an 2 aiaz* as...an
STF

Ziel ist es, die Definition in eine moglichst einfache Koordinatenform bei Beach-
tung der Gestalt der Christoffelsymbole und des Riccitensors zu bringen. Die zu
betrachtende konforme Metrik ist nach den Ausfiihrungen in Abschnitt 4.1 mit
W = p gegeben als

h _ €2kdp2+62kdé~2 +p2dQ02
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und die nichtverschwindenden Christoffelsymbole sind demzufolge

—_1¢ _ -
Too =Tpc="Tec = Ok,
C 1P —_1¢ —
Lee =T, =-1,, = Ock,
_ —2k
ISp = —pe™,
1
Fﬁw - ;
Damit ergibt sich der Riccitensor
1
R = - [844/6 + 0ppk — p@,,k} dp®dp
1
+;(’9¢k‘ (dp ® d¢ + d¢ ® dp)

1
— |:(9<<k + 8ppk + papk:| d¢ ® dc¢.

Da die Indizes nur p, ¢ und ¢ sein konnen und die betrachteten Tensoren symme-

trisch sein sollen, lohnt es sich, mit

2. P, = PP
(5:2.3) abe p...pC...Co...p
H,_/\E),_/H,_/

eine Konvention zur Schreibweise einzufithren. In Gleichung 5.2.2 soll der symme-
trische Anteil ausrechnet werden. Es wird zunéchst der “Ableitungs-Teil” der P, 4
betrachtet. Diese Zerlegung kann durchgefiihrt werden, da die Symmetrisierung und

Extraktion des spurfreien Teils lineare Operationen sind. So ist

1 L ) Fod
Piye = [DiyP°% lore

1 Fod
= ! Z Dilpig(.)..in
(N

Das w(I) steht dabei fiir eine Summe iiber alle Permutationen der Indexmenge

I = {Z] ?:1.

Die Tensoren P, j . sind symmetrisch. Deshalb kann die Summation vereinfacht

TF

werden. Die Identifikation aller P; mit beliebig permutiertem I fiihrt auf

1 Fod
Palbc = ol Z D’imPI\O{im}(n_l)!'m
m=a,b,c TF

- 1{a~DpPa1 bt b DPyyr ot DyPayot| |
n TF
wobei der Faktor (n — 1)! den Umordnungsmoglichkeiten in I entspricht und m
denen der Ableitung. Eine analoge Rechnung fiihrt fiir den zweiten Teil mit
(n—1)(2n—3)
2

N =
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auf
1
2 — Fod
Pa be N EZRHQP@,ZW

(1) TF

1 Fod

= N [n' D Bima Py ma}

m=a,b,c

~(n—2)!.{ mi(mg — 1), m1 =mo 1
TF

2!-m1-m2, ml#mQ

2n —3
= |:a (a — 1) RPPPQ,Q bc

2n
+b (b — 1) Rg(Pa b—2 ¢ T+ ZGbRpcpa_l b—1 c:| s
TF

wobei der Ubersicht halber die Indizes an Ry, im Sinne der Koordinaten gemeint
sind und im geschweiften Teil der Klammer als a, b oder ¢ sowie im letzten Schritt

verschwindende Terme weggelassen wurden. Damit ergibt sich

(524) Py, = P;bcfpgbc

1
n[a'DpPalbc+b'DCPab1 c+C'DapPabcfl

- (n - g) [a(a — V) R,pPa b

+b (b — 1) ReePyp—2 ¢ + QGbRpCPa_l b—1 ¢

TF
Es ist bekanntlich
(D)% 4 = 0T, + FgéTdmaTbl...bs +ot FZZTal"'dbl...bs
S5 Ty = = TR T g
und damit
DyPave = OpPavc—alt,Payc—bI¢,Pay e
—bI Pat1 b1 e—al5,Pa 1 b1 c— 8, Pay e
= 0pPapc—0a0pk-Pypo—b0pk- Py
—bOck - Pay1 vp—1 ¢+ a0ck - Po_1 p41 ¢ — ﬁPa b es
DPabe = OcPavc—alSPatpirc— b2 Pag1botc
—bL¢ Py o —al’ Poy
= OcPypc—adpk  Po1pp1c+b0pk  Poy1p-1c
—bOck Py y o — adck - Py y o,
DoPove = 0pPuve—al} Po—1bcr1 =l Pat1be

a —2k
- _; a—1 bc+1+0,0€ PaJrlbcfl-
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Setzt man dies jetzt in Gleichung 5.2.4 ein, folgt nach Zusammenfassen der Terme
Gleichung 18 aus [FHP89]:

1
Py = E aappa—lbc+b8CPab—lc

{a(a+2b1)8pk+2ac}Pa—1bc

p

—b(2a—|—b—1)8<k-Pa b—1 c+a(a—1)6<k~Pa_2 b+1 ¢
+b(b71)apk'Pa+1 b—2c+c(071)p672k'Pa+1bc—2

—(a—i—b—g) [a(cz—l)RppPaQbc

(5.2.5) +b(b—1) RecPo b2 ¢ +2abRpc Po1 b1 CH
TF

Man kann erkennen, dass auch dieser Ausdruck der Rekursionsrelation relativ kom-
pliziert ist. Es ist auch zu sehen, dass die P(™ von den P("~1) und P("~2) abhingen.
Es sind genau 3m Tensoren m > 0 ter Stufe, also genau 1+ _, 3m = 1—|—%n(n+1)
Tensoren, die berechnet werden miissen, um alle P(™ zu kennen. Fiir beispielsweise
die Berechnung des zehnten Moments werden alle Tensoren bis zur neunten Stufe
und Py 19 o bendtigt, also insgesamt 137 Stiick.

Es gibt jedoch eine Moglichkeit, die Anzahl der zu berechnenden Ausdriicke

weiter zu reduzieren. Dazu wird die folgende Aussage benotigt.

LEMMA 5.2.1. Fiir beliebige Tensoren Q mit Metrik g, welche die Vorausset-

zungen nach Lemma 1.2.3 erfillt, gilt
[g(ilngia...z‘n)]TF = 0.

BEWEIS. Fordert man, dass die Abbildung [ | auf dem spurfreien Unterraum
idempotent und linear sein soll, gilt fiir beliebige 0.B.d.A. als symmetrisch ange-
nommene Tensoren P:

Loo»

[P l1...in+2]TF] TF

'Ll~~i7L+2:|TF
Lemma 1.2.3

[Pil‘..in+2:|TF + Ag . [g(ilig‘P’i;;...in)abgab] TF

+ [hohere Terme| . .
Aus der Beliebigkeit von P folgt, dass
Ay - [g(iliQPig...in)abgab]TF =0

ist. Die Umbenennung der einfachen Kontraktion von P mit g, Pi, i ., ¢ '™ in

Q@ ergibt dann das Lemma. O

Die Aussage kann auch ohne die zusétzliche Annahme der Idempotenz im Spi-
norformalismus gezeigt werden. Da dies hier jedoch zu weit fithren wiirde, soll nur

die Beweisidee dargestellt werden. Einer Symmetrisierung im Spinorraum entspricht
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nach [Fri08] dem spurfreien Teil im Biindel

_ a ap
T(A,B,..A,B,) = [Tal...ap]TFaAlBl~-~04APBP

mit der Spinorbasis . Die Metrik ist in der Spinordarstellung jedoch antisymme-
trisch, woraus die Aussage folgt.

Das Lemma gibt die Moglichkeit, in Gleichung 5.2.5 alle Péngi") zu ersetzen
durch

(m<n)
P — Pypet [g(ilngig...inL)]a b e

= Sa )

ohne die resultierenden P(E"b) . zu verdndern, da der spurfreie Teil des zusétzlichen

Ausdrucks verschwindet. Man hétte naiver Weise von den P, ; . bereits erwarten
koénnen, dass diese fiir ¢ # 0 identisch verschwinden, da diese nach Definition Ab-
leitungen des Potentials nach ¢ enthalten, welche durch die Axialsymmetrie alle
verschwinden und zusétzlich R;, = 0 gilt. Dies ist jedoch nicht der Fall, da es sich
um kovariante Ableitungen handelt. Unter Zuhilfenahme der @, ; . kénnen jedoch
die S, . in dieser Form gewéhlt werden, was direkt Ausdruck der Axialsymmetrie

ist:
LEMMA 5.2.2. Die Q kénnen so gewdhlt werden, dass fir die S, p - = 0 mit
c # 0 gilt. Sie sind dann gegeben durch

b+1 —
_a+p+ (& 2kpa+1 b0 c=0
Qabc = .
0 c#0

BewEis. Vollstindige Induktion. Fiir n = 0 ist S = P(©) = ¢ ebenso ist fiir

n=1 S((ll?) .= Pélg ., also insbesondere Sy o 1 = O,¢ = 0. Angenommen, S((zwz?c =0
flir ¢ # 0 und beliebige m. Dann gibt es in Gleichung 5.2.5 mit P — S nur den
Term
n>m 1 —
Pé b>c ) =2 = EC(C - 1) pe 2k [SaJrl b c72}Tp )

c=2
der fiir ¢ = 2 einen von Null verschiedenen Ausdruck erzeugen kann. Es ist aber

auch

Pave = [Sab2]rp
= [Pa b2+ I:g(iliQQiSWiM):Ia b 2} TF °

Wé&hlt man [Q(im Qis.--im)]a p o S0, dass Sq p 2 = 0, so ist die Aussage richtig. Setzt

man auferdem @, , . = 0, wenn ¢ # 0, dann ist mit n =a + b+ 2

2!(a +b)!
Sab2 = Pab2+%gwﬁQabO

B 2l(n — 2)!
2(2—1)pe 2k.Pa+1bo+(n7')p2Qab0

S 3|~
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und somit ist
a+b+1

—2k
Qavo = —, ¢ “Pat1 b0

Durch die Axialsymmetrie ist es jetzt nicht mehr notwendig, alle P, ; . zu

berechnen, sondern es gentigen die Sy 4 o!

LEMMA 5.2.3. Die S, p ¢ haben mit Lemma 5.2.2 die Form

Sabvo = P a0, Pa—1 b 0+ b0 Py p—1 0

—1
—{a(a+2b—1)8pk+a(ap)}Pa—1 b0
—b(2a+b—1)8d€-Pa b—1 0+a(a—1)ack~Pa_2 b+1 0

1
+b(b—-1) (6pk - p) “Pay1b-20
3
— (a+b—2) [a(a—l)RppPag bo+

(526) b (b — 1) RCCPG b—2 0 + 2abRpCPa—1 b—1 0:|] .

BEWEIS. Nach Definition ist

Sabo = Pavo+ [961iaQisiv)]y o
(a+b—2)!
= Pupot NCEDN (ala = 1)gppQa—2 b 0 +b(b — 1)gccQa b2 0)
o2k
= P -1 _ b(b—1)Qq p—
ab0+(a+b)(a+b—1)(a(a JQa—2 50+ b(b—1)Qa v—2 0)
1
= Pyo— —— (ala—1)P,_ b(b — 1)Pos1 ps o) -
b0 (a+b)~p(a(a JPa—1b0+b(b—1)Pat1p-20)
Setzt man jetzt in Gleichung 5.2.5 ¢ = 0, dann ist das Lemma bewiesen. O

Im axialsymmetrischen Fall sind die Momente gegeben als die Projektion der
Tensoren P, j . auf die Symmetrieachse in Unendlich. Um die Momente auszurech-
nen, muss somit die spurfreie Projektion der S, p . ausgerechnet werden. Dabei hilft

folgende Aussage:

LEMMA 5.2.4. Gilt goq = g% = 1 und ga, = 0 fiir a # b sowie Ty, apeg®® =

Ta.. aaa, dann ist

|
TF n:
Ta...a = ”Ta..‘a-

(2n—1)
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BEWEIS. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus Ab-
schnitt 1.2 ist

Ttrz,I.‘Fa = Th.atTe.a Z A;n
i=2,4...

n i nl-(2n—i— 1!
= Tow Y )

1=0,2,
n! - o (2n —i— 1)
= — T . S AV ek A
(2n — 1)1 "~ i:0§2: (=1) il (n—19)!
n!
= mTa...m

da Z?:O’zw(—l)im% = 1, was liber direktes Nachrechnen oder vollstindige

Induktion gezeigt werden kann. O

Da h¢e = 11in A gilt, kann dieses Lemma fiir die Extraktion des spurfreien Teils
der S, p ¢ herangezogen werden. Die Fodor’schen Momente aus den Gleichungen
4.5.1 und 4.5.2 sind dann gegeben als

1

(5.2.7) Q= @n—1 Sonolys

da dies der (-Projektion der S, p . geteilt durch n! entspricht.

Der Algorithmus besteht demnach zuerst aus der Berechnung der a;; in Ab-
héngigkeit der m,, nach Gleichung 5.1.2 bis zu einer gewiinschten Ordnung. Damit
ist ¢ nach Gleichung 5.1.1 gegeben und der Ricci-Tensor sowie die Ableitungen des
Potentials k& werden nach den Gleichungen 5.2.1 bestimmt. Im Anschluss werden
die S, 4 o nach Gleichung 5.2.6 iterativ berechnet, woraus sich dann mit Gleichung

5.2.7 schlussendlich die Momente ergeben.

5.3. Ergebnisse

Alle Multipole aus [FHP89| konnten, ebenso wie die Herleitung des Algorith-
mus, bestitigt werden. Dariiber hinaus wurde das elfte Moment QY94 mit Hilfe
von Mathematica [Wol08] bestimmt. Die Struktur aller Momente kann mit der
Konvention

Mi' = mymy — My—1Mj4+1

zusammengefasst werden als

n—2
B30 Q8 = et 3 MaSanlhi)
k>1+1 I
H fnél cee 'm:::f .m61 ..... mi’f;,
I(p,k,l)
wobei I = {i1,...,in-4,1,--.,Jn—5} eine Indexmenge darstellt und die a,(k,)

skalare Vorfaktoren sind.
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Die ersten fiinf Momente haben die bekannte Form

Fod

0 = Mo,

Fod

3 = ms,

Fod =

4 = my — ? M20m0 .

Alle Weiteren sind auf Grund ihrer Lénge im Anhang A nachzuschlagen.



Teil 3

Die Quadrupol-Vermutung



Bardeen und Wagoner stellten bereits 1971 in [BW71] bei numerischen Be-
rechnungen zur starr rotierenden Staubscheibe fest, dass das von ihnen bestimmte
Quadrupolmoment QE¥W dieser Konfiguration immer gréfer ist als ein entspre-
chendes Kerr-Quadrupolmoment QQB"%Z\L bei gleicher Masse und Drehimpuls bzw.

im ultrarelativistischen Grenzfall dieses beliebig nahe erreicht:
(5.3.2) |QBEW] > QB

Numerische Untersuchungen zu verschiedenen Raumzeiten mit Hilfe des AKM-
Programms und der Definition der Momente nach Fodor aus dem vorhergehenden
Teil haben Hinweise darauf gegeben, dass diese Eigenschaft eventuell auch fiir eine
Reihe weiterer stationérer und axialsymmetrischer Raumzeiten gilt. In diesem Teil
der Arbeit sollen neben der Formulierung auch Untersuchungen zur Unterstiitzung
der “Quadrupol-Vermutung” vorgestellt werden.

Das erste Kapitel dieses Teils beinhaltet neben der Formulierung der Vermutung
eine kurze Wiederholung der Kerr-Raumzeit sowie analytische Untersuchungen der
Ungleichung in verschiedenen Szenarien. Diese umfassen zum einen im nichtrelati-
vistischen Grenzfall die Maclaurin-Ellipsoiden sowie starr rotierende Ringe jedoch
auch die starr rotierende Staubscheibe, was die Ergebnisse von Bardeen und Wa-
goner bestétigt.

Es gibt nur wenige analytische Losungen der Feldgleichungen, die auch phy-
sikalisch aussagekréftig sind. Um dennoch die Vermutung anhand von verschiede-
nen Raumzeiten {iberpriifen zu kénnen, bietet es sich an, numerische Experimente
durchzufiihren. Im zweiten und dritten Kapitel dieses Teils wird das numerische
Verfahren vorgestellt sowie die Resultate der Untersuchungen présentiert.

Dem Quadrupolmoment kommt im folgenden Teil der Arbeit eine besondere

Stellung zu, weshalb es ab jetzt die pragnantere Bezeichnung @ tragen soll:

Q = @

Weiterhin werden in diesem Teil die Momente nach Fodor verwendet, weshalb die

zusétzliche Kennzeichnung entfillt.



KAPITEL 6

Formulierung und analytische Hinweise

6.1. Die Kerr-Raumzeit

Roy P. Kerr verdffentlichte 1963 in [Ker63] seine zweiparametrige Losung der
Einsteingleichungen. Sie stellt die einzige stationére und axialsymmetrische Losung
eines schwarzen Lochs umgeben von Vakuum dar, siehe [Heu96]. Es gibt verschie-
dene Ansétze, die Losung herzuleiten. Darauf soll an dieser Stelle nicht eingegan-
gen werden. Fir eine Diskussion der interessanten Eigenschaften der Losung wird
auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen, siehe z.B. [Cha04]. Nachgeschlagen
werden kann die Herleitung als Randwertproblem in [MIAKT08]. Dort folgt das
Ernst-Potential auf der positiven Achse A1 := {(p,{) : p =0, ¢ > 0} mit

fl (=M —ia
AT+ M—id
Damit ist auf AT nach Gleichung 4.3.1 und bei Beachtung der geometrischen Reihe
M
¢ = .
¢ —ia

M K ([(ia\"
e 2 (¢)
und die m,, nach Gleichung 5.1.3 gegeben durch

m, = M- (ia)".

Nimmt man jetzt an, die bis einschlieflich des elften Moments bekannte Struktur
der Momente ist generell gegeben durch Gleichung 5.3.1, dann sind die Fodor’schen

Multipolmomente der Kerr-Raumzeit
MQFSOd _ (—1)5Ma25,
TR = (S M,

da alle M;; identisch verschwinden.

Hansen berechnete die Geroch-Hansen-Momente der Kerr-Raumzeit beliebiger
Ordnung in [Han73|. Die Massenmomente sind, verglichen mit denen nach Fodor,
dabei erwartungsgeméf nach Abschnitt 4.4 um ein Vorzeichen verschieden, wohin-
gegen die Strommomente identisch sind. Dies kann auch als Hinweis interpretiert
werden, dass die Fodor’schen Momente ab zwolfter Stufe die Struktur aus Gleichung
5.3.1 beibehalten.

51
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Die duferst interessante Frage, welche Quellen eine entsprechende Innenlésung
darstellen konnen, ist bis jetzt nicht beantwortet. Die Raumzeit muss einer physika-
lisch relativistischen Situation entsprechen, da das Drehpotential b der Kerr-Losung
nicht klein ist gegeniiber e?V. Das heift, Strome werden eine starke Rolle spielen
und das ist im nichtrelativistischen Grenzfall ausgeschlossen. So hat Hernandez in
[Her67] dargelegt, dass es keine Newton’schen Quellen geben kann, jedoch wurde
die Herangehensweise durch Krasinski in dessen Ubersichtsartikel [Kra78] zu mog-
lichen Quellen der Kerr-Losung stark kritisiert. Ein bekanntes analytisches Beispiel
einer Materieverteilung, deren Aufienfeld bei bestimmter Parameterwahl gegen die
Kerr-Losung konvergiert, ist die starr rotierende Staubscheibe nach Neugebauer und
Meinel [NM93, NM95]. Diese entspricht im relativistischen Limes einem extremen

schwarzen Loch mit J = M?2.

6.2. Formulierung der Vermutung

Das Kerr-Quadrupolmoment ist gegeben als

QKerr = *MGQ
J2
-3
Damit ergibt sich in Anlehnung an Gleichung 5.3.2 die

QUADRUPOL-VERMUTUNG. Fiir axialsymmetrisch stationdre und asymptotisch
flache Raumzeiten mit Drehimpuls J, Masse M und Quadrupolmoment Q gilt uni-

versell

(6.2.1)

2
2
il <

wenn die Raumzeit aus einem starr rotierenden Flissigkeitskorper, umgeben von
Vakuum, besteht.

Die vielen Voraussetzungen an die Raumzeit sind notwendig, da sonst eine in-
variante Charakterisierung der Grofen nicht erfolgen kann. Auferdem wurde die
Vermutung nur anhand von starr rotierenden Fliissigkeitskonfigurationen tiberpriift,
was die Vermutung noch weiter einschriankt. Die Aussage wird jedoch nicht einge-
schrankt durch die Zustandsgleichung der Materie.

Fiir ein rotierendes Schwarzes-Loch nach Kerr gilt selbstversténdlich die Gleich-
heit. Im Falle eines statischen Objektes ist die Losung durch die Schwarzschild-
Raumzeit bzw. durch Kerr mit a = 0 gegeben. In diesem Fall macht das Verhé&ltnis
erstmal keinen Sinn, man kann jedoch den Grenzprozess verschwindender Winkel-
geschwindigkeit bei spheroidalen Korpern nichtverschwindender Masse betrachten.
Hier stellt sich heraus, dass fiir die untersuchten Korper das Verhéltnis gegen einen
Wert kleiner eins, jedoch grofer als Null, konvergiert:

J? Q-0
’M Q ‘ -

a € (0,1).
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Im Newton’schen Grenzfall der Maclaurin-Ellipsoide ist dieser Grenzwert sogar be-
kannt, sieche Abschnitt 6.3.1. Fiir den allgemeinen Fall steht die Hartle-Approximation
langsam rotierender Kérper zur Verfiigung, bei der das Problem auf die Bestimmung
der Integrationskonstanten K aus den Gleichungen (22a) und (26) in [HT68] zu-
riickzufiihren ist.

Es ist eine interessante Frage, ob die Vermutung im Falle von Einstein-Maxwell-
Feldern zutrifft. Anschaulich gesprochen, kénnte etwa die Oberfliche des zentralen
Objekts durch die zusétzlich auftretenden Kréfte so stark deformiert werden, dass
das Quadrupolmoment verschwindet, der Drehimpuls jedoch nicht. Es ist also nicht
zu erwarten, dass in diesem Fall die Vermutung auch noch zutrifft. Sollte sie gel-
ten, dann stellt sie eine Eigenschaft von Raumzeiten in der Einsteinschen Theorie
dar, wenngleich die Voraussetzungen eventuell mit Hilfe zukiinftiger Betrachtungen

abgeschwacht werden konnen.

6.3. Analytische Tests

6.3.1. Die Maclaurin Ellipsoide. Bevor versucht wird, eine Vermutung in
der allgemeinen Relativitétstheorie zu unterlegen oder gar zu beweisen, ist es ange-
bracht, diese im Newton’schen Grenzfall zu untersuchen. Bereits 1742 hat Maclaurin
[MacO01]| das Problem rotierender Fliissigkeitskorper mit konstanter Massendichte
gelost. Einen Uberblick kann man in [MIAK™08] erhalten, worauf sich auch die
hier angegebenen Rechnungen beziehen.

Es stellt sich heraus, dass die entstehenden Gleichgewichtsfiguren Ellipsoide
mit Halbachsen a = b > ¢ sind. Die gravitative Masse M und die konstante Mas-
sendichte p sind dann verkniipft durch

47

M = 3 pa’c.
Der Drehimpuls J in Bezug auf die Rotationsachse ist gegeben durch
J = IO
2 MaQ
= —Ma=)
)

Da fiir gegebenes p nur zwei freie Parameter zu wihlen sind, hangt {2 von a und ¢

ab. Maclaurin konnte zeigen, dass
02 2 6
— = = 1—62(3—262)arcsine——2(1—62)
U € €
= F(e)
gilt mit der Exzentrizitit
e = 1—-¢c2/a?

Das Newton’sche Quadrupolmoment eines solchen Ellipsoiden ist gegeben durch

2
Q.. = —gM(aQ—CQ)
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und wegen der Axialsymmetrie ist nach Gleichung 4.5.1
1

Q = 5 ' sz
= —EJ\/[(a2 —?)
z .
Schlussendlich ist
T2 = éQQL
MQ 5 a?—¢?
3M a?
T 5 ca2—c2 F(e)
3M 1

-——F
5 a /1 —e2e? ‘
Im Limes einer Kugel, gilt € — 0, F(e) = Z¢* + O(e*) und somit

J2

I sM M
MQ

%a | a
< 1,

O(e?)

da M < a im nichtrelativistischen Grenzfall gelten muss. Fiir ¢ — 1, den Scheiben-
Grenzfall, geht
J2

M
MQ a

a

S
5
< L

Da F(e) fiir € € [0, 1] beschrénkt ist, gilt, dass
J2

MQ

immer richtig sein muss fiir die Maclaurin-Ellipsoide in Newton’scher Ndherung.

< 1

Es existiert sogar eine Verallgemeinerung im Sinne einer Post-Newtonschen Be-
handlung beliebiger Ordnung durch Petroff in [Pet03]. Jedoch sind die entstehen-
den Formeln so unhandlich, dass eine analytische Darstellung hier unzweckméfig
wiare. Allerdings hat Petroff gezeigt, dass seine Ergebnisse fiir h6here Ordnungen mit
denen mit Hilfe des AKM-Programms erzeugten Losungen homogener Zustandsglei-
chungen hinreichend genau iibereinstimmen. Deshalb kann auf die entsprechende

numerische Behandlung hingewiesen werden, die in Abschnitt 8.1 folgt.

6.3.2. Starr rotierende homogene Ringe. Mit Hilfe der Maclaurin-Ellip-
soide konnte eine grofie Klasse starr rotierender homogener Korper in der nicht-
relativistischen Ndherung abgedeckt werden, von kugelsymmetrischen Koérpern bis
hin zu Scheiben. Der néchste Test der Vermutung bezieht sich auf starr rotierende
diinne Ringe, ebenfalls in der nichtrelativistischen N&herung. Es werden demzufol-
ge dhnliche Voraussetzungen wie im Falle der Ellipsoide, jedoch mit einer anderen
Topologie, gewahlt. Die Schwierigkeit besteht darin, dass die Oberfliche des Rings
sich als Gleichgewichtszustand einstellt und nicht vorgegeben werden kann. Des-

halb gehen die Ansétze zur Berechnung meist vom Grenzfall des diinnen Rings aus,
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in dem der Ringradius a, verglichen mit dem Abstand des Ringmittelpunktes zur

Symmetrieachse R, vernachléssigbar wird:

o =

S 5le

—

Die Betrachtung des Problems geht zuriick auf Arbeiten von Kowalevski, Poin-
caré und Dyson Ende des 19. Jahrhunderts. Ein konstruktives Verfahren zur Be-
rechnung der Feldgrofen in beliebigen o-Ordnungen wurde durch Horatschek und
Petroff in [PHO8] gegeben. Die dort aufgefiihrten Ergebnisse fiir die erste Ordnung
in ¢ sollen hier verwendet werden. Das Ergebnis gilt damit fiir diese N&herung.

Die relevanten Grofsen der Masse M, Drehimpuls J und Quadrupolmoment @

sind mit konstanter Massendichte p und A := lng — 2 gegeben durch

M = 2r%pad(c' +o(c™h))
~ 27r2ua30_1,
J2 = mpPAN+3)ar(07 +o(07?))
— 4r%Prat% 2,
1 1
_ M 2 -2
1
—-MR?.
T2
Damit ergibt sich in erster o-Ordnung
J2
m ~ Wﬂ)\asz.

Mit Zunahme der Winkelgeschwindigkeit
02 =~ 7wpio?

folgt sofort, dass
J2

QQ 2
M@ b

= vczhar <1

gelten muss. Dies ist ein interessantes Ergebnis. Das Verhéltnis entspricht néhe-
rungsweise einer charakteristischen Geschwindigkeit der Teilchen im Ring.
Allgemein kann im Falle starr rotierender Kérper im nichtrelativistischen Grenz-
fall mit Hilfe des Tragheitsmomentes, bezogen auf die Symmetrieachse, folgende
grobe Abschéitzung durchgefiihrt werden:
J2
MQ

@202
MQ

_‘@
- e

2
Uchar-
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Wobei die charakteristische Geschwindigkeit motiviert ist durch die kinetische Ener-
gie
2Ekin = 692
= Mv?

char-

Unter der Voraussetzung, dass das Verhéltnis von Tragheitsmoment © zu Qua-
drupolmoment ) beschrinkt ist, sollte die Vermutung zumindest fiir alle star ro-

tierenden Korper im Newton’schen Grenzfall gelten.

6.3.3. Die starr rotierende Staubscheibe. Das Problem der starr rotieren-
den Staubscheibe in der allgemeinen Relativitdtstheorie wurde in voller Analytizitét
von Neugebauer und Meinel gelost [NM93, NM95]. Die zugehorigen Multipolmo-
mente wurden von Kleinwéchter, Meinel und Neugebauer [KMN95]| wenig spéter

berechnet. Die Losung héngt nur vom Parameter
po= 20%pGe "

ab. Die ersten drei Momente sind gegeben durch

2Q0-M = 71)0 — Q()Cl,
4027 J = —by — 2Qc1,
803 - Q = b+ (2 + 53)9001 + on(Q)C% + (QS(C‘;3 — 1203))/3.
el
1
0.8
0.6
0.4
0.2
i 2 3 i #

ABBILDUNG 6.3.1. Die Vermutung ist richtig fiir die starr rotie-
rende Staubscheibe.

Die Bedeutung von bo(u), Qo () usw. kann nachgeschlagen werden in Anhang
B. Abbildung 6.3.1 zeigt, dass ‘%‘ < 1 im gesamten Parameterbereich gilt, also
Vi < po ~ 4.63. Wie erwartet, geht das Verhaltnis im relativistischen Grenzfall
gegen 1, da die Staubscheibe dann im Aufsenfeld einem extremen Kerr-schwarzen

Loch beliebig nahe kommt.



KAPITEL 7

Zum numerischen Verfahren

Man kann sagen, dass die numerische Simulation sich in den letzten Jahrzehn-
ten zu einem dritten Standbein der Naturwissenschaften neben Theorie und Expe-
riment entwickelt hat. Besonders in der Relativitédtstheorie fehlt die Moglichkeit,
reale Experimente durchzufiihren. Die an modernen Rechnern méglichen Simula-
tionen geben oft Hinweise auf analytische Gesetzméfigkeiten, so wie in dem Fall
der Quadrupol-Vermutung. Bevor die im vorhergehenden Kapitel gegebenen Rech-
nungen angestellt werden konnten, ergab eine von Herrn Meinel angeregte Unter-
suchung des Quadrupolmoments den Hinweis auf die Vermutung.

Alle Berechnungen wurden mit Hilfe von verschiedenen Versionen des AKM-
Programms durchgefiihrt. Dieses berechnet das Gravitationsfeld stationérer, axial-
und dquatorsymmetrischer Raumzeiten von Fliissigkeitskorpern verschiedener Zu-
standsgleichungen, wie etwa rotierende Neutronensterne oder Ringkonfigurationen
mit Hilfe von spektralen Methoden und variablen Gebietsaufteilungen. Es wird
bewusst auf eine ausfiihrliche Vorstellung des Programms verzichtet, da eine kom-
plett funktionstiichtige Version in den Ergéinzungen zu [MIAK*08]! inklusive Do-
kumentation heruntergeladen werden kann. Weiterhin wurde die Funktionsweise
des Programms beschrieben in [AKMO02, AKMO03] sowie in den Diplomarbeiten
von Schobel [Sch03] und Teichmiiller [Tei07].

Das Kapitel begriindet die physikalischen Voraussetzungen des AKM-Progamms
und stellt die Berechnung des Quadrupolmoments unter diesen dar, wobei die Uber-
legungen direkt auf hohere Momente iibertragbar sind. Einige Tests zur Berechnung

der Momente werden im letzten Abschnitt vorgestellt.

7.1. Voraussetzungen und Einschrinkungen

Im Folgenden soll kurz dargelegt werden, unter welchen Voraussetzungen die
numerischen Experimente durchgefiihrt wurden und ob diese eine Einschrankung

darstellen.

Stationaritit: Stationaritdt ist eine Voraussetzung fiir die Definition der
Momente nach Geroch-Hansen. Ein Vergleich zur Kerr-Losung macht im
Rahmen der Vermutung fiir dynamische Raumzeiten auch keinen Sinn.

Starre Rotation: Keine zwingende Bedingung, jedoch eine Naherung, die
den Parameterraum einschrinkt. Die Frage nach einem sinnvollen Rota-

tionsgesetz fiir die jeweiligen Félle ist nicht trivial. Schon allein die mit

Ihttp://www.tpi.uni- jena.de/gravity/relastro/rfe/, Stand 25.09.08

57
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helioseismologischen Methoden gemessene differentielle Rotation der Son-
ne ist nicht aus einem allgemeinen Prinzip ableitbar, vgl. z.B. [RHO04].
Die offene Frage ist, ob ein physikalisch sinnvoll differentiell rotierendes
Fluid ein verschwindendes Quadrupolmoment besitzen kann.

Axialsymmetrie: Zwar wurde der allgemeine Fall noch nicht bewiesen,
jedoch kann davon ausgegangen werden, dass stationare Loésungen von
starr rotierenden Fliissigkeitskorpern in der allgemeinen Relativitétstheo-
rie auch axialsymmetrisch sein miissen. Es wiirde anderenfalls zur Ab-
strahlung von Gravitationswellen kommen.

Asymptotische Flachheit: Die asymptotische Flachheit entspricht in der
allgemeinen Relativitédtstheorie der Idealisierung eines isolierten Objektes
im Raum.

Ideale Fliissigkeit: Viele astrophysikalisch interessante Objekte konnen in
guter Naherung so modelliert werden. Der Energie-Impulstensor einer

idealen Fliissigkeit ist gegeben durch
(7.1.1) T = (p+p)usuk + pgix

mit Massendichte? z, Druck p und dem Geschwindigkeitsfeld der Teilchen
U

Aquatorsymmetrie: Im Newton’schen Grenzfall konnte bewiesen werden,
dass Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten diese Eigenschaft be-

sitzen, siehe [Lic33]. Es wird vermutet, dass dies auch in der ART gilt.

7.2. Die Bestimmung des Quadrupolmoments

Die Betrachtungen nach Fodor aus Teil 2 bezogen sich auf Koordinaten, in
denen im Vakuum die immer mogliche Wahl W = p getroffen ist. Aus Griinden
des stetigen Ubergangs der metrischen Funktionen und ihrer Ableitungen an der
Fliissigkeitsoberfliche wurde diese Wahl im AKM-Programm nicht verwendet. In
diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie trotzdem das Quadrupolmoment aus
den vorhandenen Potentialen berechnet werden kann. Die Vorgehensweise ist auch

auf hohere Momente iibertragbar.

7.2.1. Physikalische Grundlagen. Das AKM-Programm berechnet nume-
risch Losungen der Einsteingleichungen im axialsymmetrisch stationéren Fall fiir
Sterne und Ringe verschiedener Zustandgleichungen. Zusétzlich wird Aquatorsym-
metrie vorausgesetzt. Wie in Kapitel 4 dargelegt, kann eine axialsymmetrisch sta-

tiondre Raumzeit immer in Lewis- Papapetrou-Koordinaten angeben werden als
g — €_2U I:eZk(dPQ +dc2> +W2dQ02:| _CQU(dt+ad()0)2
e2*(dp* + d¢?) + W2e™ 2 (dp — wdt)? — e dt?

2In Einheiten mit ¢ = 1 ist kein Unterschied mehr zwischen Energiedichte ¢ und Massendichte p.
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mit den metrischen Funktionen U, k, a bzw. v, w, o sowie W. Die erste hier an-
gegebene Form der Metrik ist mit der aus Gleichung 4.1.1 identisch, die zweite
Form entspricht der im Programm implementierten Version. Die zwei Sétze von

Funktionen sind verkniipft durch

a = k-U,
e 1
4+ - -
w Y We=2U x o’
sowie durch Skalarprodukte der Killingvektoren £ = 0; und n = 0,, fiir Stationaritat

und Axialsymmetrie:

96,6 = —e¥
(7.2.1) = —¥ LW,
gln,m) = W2e2U _ g2
(7.2.2) = W2e %,
g(&n) = —ae*
(7.2.3) = —wiW?e?,

Es ist bereits bekannt, dass fiir W = p die Ernst-Gleichung R (f) Af = (Vf)?
im Vakuum mit dem komplexen Ernst-Potential f = 2V + ib gilt.

7.2.2. Multipole und Aquatorsymmetrie. Nach Gleichung 5.1.3 auf Sei-
te 40 sind die Multipole M,, in Axialsymmetrie und bei der Wahl W = p durch die
Entwicklung des Potentials ¢ auf der oberen Halfte der Symmetrieachse in Potenzen

von 1/¢ gegeben durch

1-f
v = , —
(©) o(p C)|A+ T+ |4
= m
(721 S
n=0 C
mit My = my, ..., M3 =msz, My =my — %mo(mgmo —m3) etc.
Es ist insbesondere das Quadrupolmoment
Q = RNM,
= §Rm25
also
1 0%V
@ 21 5¢2 '
! =0

Bekannt ist, dass im dquatorsymmetrischen Fall
fQ-f(=¢) =1

gilt, vgl. [MAK™08|. Dies iibersetzt sich sofort in



7.2. DIE BESTIMMUNG DES QUADRUPOLMOMENTS 60

bzw.

Somit ist m; reell fiir gerade [ und rein imaginér fiir ungerade I. Damit gilt bei

Aquatorsymmetrie
Q = ma.

Um ein Verhéltnis zwischen den Entwicklungskoeffizienten der Potentiale b und

U sowie den Multipolmomenten M,, zu bekommen, wird auf A" der Ansatz
fo= 14> ful™"
n=1

gewahlt. Mit der Masse M und dem Drehimpuls J ergibt sich dann nach Koeffizi-
entenvergleich mit Gleichung 7.2.4

(7.2.5) M=mg = —%,
2
. fo
2. = S
(7.2.6) iJ=m 1 5
301
(7.2.7) Q=my = —§1+§f1f2—%.

Es werden f; und f, in M und J ausgedriickt und die Aquatorsymmetrie benutzt,

um einen Ausdruck fiir @ zu bekommen. So folgt

— o f2

iJ = M 5

fo = 2(M?—iJ),

Q = —M3+21MJ—%.

f2 muss dabei diese Gestalt haben, da sonst mq nicht rein imagindr wird. Da ferner
die Potentiale b und U in der Ndhe von A reell sind, kann man sofort die Entwicklung

von b auf AT angeben:

2J 4AMJ 1
b= et +O(<4>‘
Weiterhin muss gelten
R
(7.2.8) Q = —-M3— %

Rf3 hingt nur von den Entwicklungskoeffizienten von U ab. Es folgt auf AT der

Ansatz

U = iUnC‘”
n=1
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und somit ist auf A+

U, 22E+2U, 3UP+4U,U; +2U; 1
V= 1+ 2+ + 2 +0 (=
¢ ¢? ¢ ¢t
= > RfCT™
n=0
Ein Vergleich mit 7.2.5 und 7.2.6 ergibt
(7.2.9) U = —-M,
(7.2.10) Ul +U, = M=

Damit ist klar, dass
U2 = 0.

gelten muss. Es bleibt noch Gleichung 7.2.8 auszuwerten:

%M?’ +2U; = —2Q—2M?
1
(7.2.11) Q = -Us— gM?'.
Somit hat U auf At die Gestalt
M iMPQ 1
Uo— ——3+0<>.
¢ ¢ ¢t

Dies gilt nur im Falle von W = p.
BEISPIEL 7.2.1. Das Kerr-Quadrupolmoment

Das Ernst-Potential der Kerr-Losung auf At ist gegeben durch

f (—M —ia
C+ M —ia’
Rf — ¢~ M2+ a2 _
(M +¢)? + a?
und man erhdlt U; = —M, Uy = 0 und Us = a®’M — %M?’. Es ist wie erwartet

Q= —a’M.

7.2.3. Berechnung bei W # p. Wie man sehen konnte, kénnen aus den
ersten drei Entwicklungskoeffizienten von U die Masse und das Quadrupolmoment
berechnet werden.

Da in den verwendeten Versionen des AKM-Programms Koordinaten ange-
wandt werden, in denen W # p gewdhlt wurde, ist es notwendig, allgemein zu
untersuchen, wie sich die Entwicklungskoeffizienten bei einer solchen Wahl der Ko-
ordinaten verdndern.

7.2.3.1. Die allgemeine Koordinatentransformation. Gesucht ist die Transfor-
mation (p’ # W,¢’) — (p = W,¢) im Falle von Aquatorsymmetrie. Dazu lohnt sich

der Blick auf die komplexe Darstellung der Koordinatentransformation. Es ist

/

2 — pl+1CI
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sowie
2(0',¢) = plp',¢)+iC(p, ().

Im Aussenbereich soll z reguldr sein. Das heisst, eine Entwicklung in eine

Laurent-Reihe ist moglich
(7.2.12) z = z’+c0+c—+—+....
z z
Weiterhin gilt
W', ¢")=p(p',¢") = Rz

(7.2.13) = p +Reo + %Z

m0'

"

wobei verwendet wurde, dass p’ = r'sin6’, ¢’ = 1’ cos €’ und folglich

Z/ — p/ + iC/

= 7/(sin@ +icosf)

= e
ist. Definiert man
(7.2.14) Gy =

i
so folgt unmittelbar
= 1n9

W = p +§Rc0+a%z

n=1

= p+Reo+ Z % (R(cn) cos(nd’) — () sin(nd')) .

n=1
Auf der Achse p’ =0 bzw. 8’ € {0, 7} soll im Giiltigkeitsbereich der Laurent-Reihe
p(0,¢") = 0 gelten. Damit ist sofort klar, dass

Re, = 0 Vne{0,1,2,...}.
Das heisst fiir die ¢,, nach Definition 7.2.14
(7.2.15) ¢, = 1"-ia,

mit reellen a,,. Mit Gleichung 7.2.13 hat W dann die allgemeine Gestalt

2. ay sin(nd’)
(7.2.16) W= ;/-Z”T.
n=1

Ein Reihenansatz zeigt sofort, dass W in der Ndhe der Achse die Gestalt
(7.2.17) W = B (g’) + P E(C) + ..,

(7.2.18) Fi(¢) 1- Z Z’"T{ = B(0,¢)
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besitzt und somit alle Ableitungen von W nach ¢’ in p’ = 0 verschwinden miissen?®:
a"w
(7.2.19) o =0 Vne{0,1,2,...}.
o™ |,
Weiterhin gewinnt man aus Gleichung 7.2.18 die unbekannten a,,:
B
(7.2.20) a, = -——tb
n
fiir
(7.2.21) B(0,') = 14» B¢
n=1

Zu dem selben Ergebnis gelangt man, wenn man die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen fiir p und ¢ verwendet.

7.2.3.2. Aquatorsymmetrie. Die Forderung nach Aquatorsymmetrie ist gleich-
bedeutend mit

W', 0) = W' m—0).
Da nach den wohlbekannten Additionstheoremen
sin(n(r —0")) = sin(nn) - cos(nd’) — sin(nf’) - cos(nm)
= (=1)"*sin(nd)

gilt, treten nur ungerade n in der Summe von Gleichung 7.2.16 auf. Das heisst

as = a4 = -+ = 0 und somit

0 /
W Z ap sin(nd’) sin( n9
=1,3

, aysin®  azsin(30")
o ! - r’3
Es soll der Vollstandigkeit halber ¢ nach Gleichung 7.2.12 betrachtet werden.

Es ist analog zu W in 7’ und 6’ mit den schon bekannten ¢, aus Gleichung 7.2.15

¢ = Sz
(oo} . q
, N lanelnﬁ
= (+a+S E
rn
n=1,3,.

/7l

ancosne’
- Cras 3 menle)

Die Forderung, dass ((p’,0) = 0 ist, iibersetzt sich hier in ay = 0. So folgt mit
Gleichung 7.2.20

. B, cos(nd
(7.2.22) ¢ ==Y 7+;_WE ).
n=1,3,...

Wie man sieht, erfiillen die Koeffizienten die Forderung nach Aquatorsymmetrie
mit ¢(r',6") < —((r',m—0"), da cos (n(w — 0") = (—1)™ cos(nf’). Insbesondere ist ¢

3Dies folgt natiirlich auch aus der Forderung W (0,¢') =0 V(.
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auf der Achse

[e’e] B 1
(7.2.23) €0,¢) = ¢~ o

7.2.3.3. Von u nach U. Mit Hilfe von Gleichung 7.2.23 kann sofort ein Zu-
sammenhang von den gesuchten Entwicklungskoeffizienten U, zu denen in einem
Koordinatensystem W # p gegeben werden. Nach den Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen fiir p und ¢ folgt nach Gleichung 7.2.17

9 _ _9C
ac/ - 6p/
= p’@C/Fl(C/)+p/38</F3(C’)+... .
Damit ist offensichtlich, dass

9
op’

p'=0
Das heisst, auf der Achse ist ¢ eine Funktion von ¢’ alleine. Damit entspricht eine
Entwicklung in ¢’ auf der Achse einer Entwicklung in ¢ und folgender Ansatz ist

gerechtfertigt:

> UML) > U
n=1 n=1

U U  Us+ BU
?—F@ 703 + ... .

Ein Koeflizientenvergleich ergibt sofort

U, = U,
U, = U,
(7.2.24) Us = Us— ByUy.

Es ist nach Gleichung 7.2.1
2U 2 2202

Da auf der Achse nach 7.2.19 alle Ableitungen von W nach ¢’ verschwinden und
W(0,¢") = 0 ist, gilt

(7.2.25) U@,¢) = v(0,¢).

Die Entwicklung von v auf A™ ist somit dquivalent zu der von U fiir die Berechnung
der Momente. Im Programm wird das Potential u berechnet, das definiert wird
durch

u = v—logB.
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Mit den Gleichungen 7.2.10, 7.2.21 und 7.2.25 ergibt sich in Aquatorsymmetrie

u(0,¢") = U(0,¢") —log B(0,¢")
U B, U

—4
= ?_E—FF—FO(C/ )
Setzt man Gleichung 7.2.24 in 7.2.11 ein, folgt mit U] = —M
1
(7.2.26) Q = -Uj— ByM — §M3.

Fiir die Berechnung von @ sind damit alle wichtigen Konstanten, M, By und Uj

alleine aus der Entwicklung von w in 1/¢’ bestimmbar.

7.2.4. Programminterne Koordinaten. In den beiden im Internet erhélt-
lichen Versionen des AKM-Programms werden kompaktifizierte Koordinaten ver-
wendet. Hier soll kurz darauf eingegangen werden, wie die entsprechenden Koor-
dinaten auf der Symmetrieachse mit ¢’ zusammenhéngen und wie letztendlich die
notwendigen Konstanten M, By und U} berechnet werden konnen.

7.2.4.1. Spheroidale Version. Der Entwicklung auf der Achse entspricht im Pro-
gramm einer Entwicklung in s:
sinh(d(s — 1))

C(s) = rmporet —~

a(s)

o(s) = 14

Deshalb der Ansatz
(7.2.27) Dound(s)™ = > uhs”
n=1 n=1

und es folgt nach Koeffizientenvergleich

tanh(J)

-M=u, = r. 5 uy,
tanh(d) >
—By=uy = (re—r1p)M— %tanhQ((S) - M + (re ané( )> us,
1
Up=uy = (re—rp) M —2uh(re —1p) + e ((61p — 57) M + 6ub) tanh? ()

tanh(6)\” s
+ 'I"eT U3.

Achtet man in der Implementierung noch darauf, die tanh(¢d)/d-Terme im Grenzfall
0 — 0 durch 1 zu ersetzen, um keine numerischen Probleme zu provozieren, steht
der Berechnung des Quadrupolmoments fiir Spheroide nichts mehr im Weg.

7.2.4.2. Toroidale Version. Der Zusammenhang zu den Koordinaten auf der
Achse ist in diesem Fall recht einfach, er stellt sich dar als

dis) = 2

S
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und damit folgt mit dem selben Ansatz aus Gleichung 7.2.27 fiir die Koeffizienten

der Entwicklung von

Die Masse M = —pouj, der Koeffizient By = —p3u$ und U} = p3u§ konnen so aus

den ersten drei Ableitungen von u in s = 0 berechnet werden.

7.3. Tests der Berechnung

Bei der Arbeit mit numerischen Modellen ist es unbedingt notwendig, die Rich-
tigkeit der Ergebnisse, so weit es geht, zu iiberpriifen. Es gibt die Moglichkeiten der
Konvergenzanalyse bei Vergroferung der numerischen Auflésung sowie ein Vergleich
mit bekannten analytischen Resultaten. Die Konvergenz der AKM-Programme wird
vorausgesetzt, da sie hinreichend oft untersucht wurde. Im Folgenden soll kurz dar-
gestellt werden, wie die Berechnung des Quadrupolmomentes bei den verwendeten

Versionen iiberpriift wurde.

7.3.1. Spheroidale Programmversionen. Es wurden zwei Versionen zur
Berechnung spheroidaler Kérper verwendet. Zum Einen eine arbeitsgruppeninter-
ne Version, zum Anderen eine in der Online-Dokumentation erhéltliche Version
vom 15. Oktober 2008. Bei der erstgenannten wurden die Momente mit Hilfe ei-
nes Maple-Programms [Wat07] berechnet, das von David Petroff und Christian
Teichmiiller entwickelt wurde. Dieses basiert auf der direkten Berechnung der Ent-
wicklung von ¢ in 1/¢ nach Gleichung 5.1.3. Nach Unterabschnitt 7.2.3.2 zur Aqua-
torsymmetrie sind die m,, je rein reell oder imagindr. Dadurch lief sich sehr gut
beobachten, wie die Genauigkeit fiir h6here Momente nach dieser Methode nach-
lasst. Allgemein ist etwa ab dem fiinften Moment keine sinnvolle Aussage mehr zu
erwarten.

Die online verfiighare Version wurde nach den in diesem Kapitel vorgestell-
ten Uberlegungen erweitert. Eine Ubereinstimmung der beiden so verfiigharen Be-
rechnungen wurde bei einer relativen Abweichung von unter einem Prozent fiir
das Quadrupolmoment festgestellt. Eine Unterscheidung beider Programmversio-
nen erscheint damit nicht mehr notwendig und wird im Folgenden auch nicht mehr
vorgenominen.

Die Kerr-Losung ist aufier im Falle des statischen Sterns fiir verschwindenden
Drehimpuls in dieser Version nicht zu erreichen. Der erste Test bestand darin, diese
Raumzeit nach [APO08] direkt in den Potentialen vorzugeben und das numerische
mit dem analytischen Quadrupolmoment fiir festgehaltene M und J zu vergleichen.
Bei einer Auflésung von zehn Tschebyscheff-Koeffizienten in allen Bereichen konn-
te bereits eine relative Genauigkeit von etwa 1076 festgestellt werden. Weiterhin
wurde im erreichbaren Limes des statischen Sterns ein Verschwinden des Quadru-
polmoments beobachtet.

Der nichtrelativistische Grenzfall wurde anhand der homogenen Zustandsglei-

chung, die den bekannten Maclaurin’schen Ellipsoiden entspricht, untersucht. Auch
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hier konnte eine Konvergenz festgestellt werden, jedoch war die erreichte relative
Genauigkeit um etwa ein bis zwei Gréfsenordnungen schlechter als im Vergleich mit
der analytischen Kerr-Losung bei gleicher Auflésung.

Mit der Ubereinstimmung fiir verschiedene Programmversionen und den Ver-
gleichen zu den analytischen Losungen kann die Berechnung des Quadrupolmo-

ments als richtig im Rahmen der angegebenen Fehler angesehen werden.

7.3.2. Toroidale Version. Bei dieser Implementierung steht sowohl die Kerr-
Raumzeit als extremrelativistischer Grenzfall als auch der Newton’sche Limes diin-
ner Ringe zur Verfiigung. Anhand der Konvergenz dieser Losungen kann somit die
Berechnung des Quadrupolmoments tiberpriift werden.

Im Newton’schen ergibt sich wie in Abschnitt 6.3.2 fiir einen Ring mit dquato-
rialem Radius 4, der gleich dem polaren 7, ist, dem Abstand R des Ringzentrums

zur Symmetrieachse und der Gesamtmasse M = pV das Quadrupolmoment

1 1
=  ——M(R*4 -1
@ 2 ( "1 r“)
rq/R—0 1 2
—  —=MR-.
2
Es ist daher im Grenzfall eines diinnen Rings interessant, die Grofe
Q 1
_® ., _Z
M R? 2

fiir verschiedene Radienverhéltnisse A = :—p zu betrachten.

Q.
MR=
0,5 — ]
B — A =0.99...0.9999
— A =99
-0,6
T T T T T T T T T ] =
1 0,5 0
ABBILDUNG 7.3.1. Test der toroidalen Version: M%2 — —% in Ab-

héngigkeit von der Rotverschiebung z bei einem Radienverh&ltnis
von 0.99 (schwarze Linie) und bei festem z bis zu einem Radien-
verhéltnis von 0.9999 (rote Linie).
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Die Konvergenz ist in Abbildung 7.3.1 dargestellt. Da die Berechnungen fiir
A — 1 aufwendiger werden, war es angebracht, zuerst mit A = 0.99 eine New-
ton’sche Situation herzustellen, um dann im Grenzfall gegen eins zu iterieren.
Die Konvergenz im extremrelativistischen Grenzfall bedeutet, dass das Qua-
drupolmoment gegen das entsprechende Kerr-Moment geht, also
J2

m ]..

Da jedoch die gerichtete Anndherung dieses schon bekannten Verhéltnisses gegen
1_ genau der Quadrupol-Vermutung entspricht, soll auf die Untersuchungen in
Abschnitt 8.4 verwiesen werden. Dort kann man sich davon iiberzeugen, dass das
Quadrupolmoment tatséchlich gegen das Kerr-Moment konvergiert.

Damit kann auch im Falle der toroidalen Programmversion von einer im Rah-
men eines Fehlers von unter einem Prozent korrekten Berechnung des Quadrupol-

moments ausgegangen werden.



KAPITEL 8

Berechnungen

Mit Hilfe der theoretischen Voriiberlegungen konnte das Quadrupolmoment @)
fiir spheroidale Koérper unterschiedlicher Zustandsgleichungen und toroidale Korper
mit homogener Zustandsgleichung untersucht werden. Da die beiden Erhaltungsgro-
fen M und J im Programm aus den Integraldarstellungen berechnet werden, reicht
die zusitzliche Berechnung von @ zur Uberpriifung der Quadrupol-Vermutung

J2
MQ

Da bei spheroidalen Kérpern im Grenzfall langsamer Rotation sowohl Drehim-

1.

puls als auch Quadrupolmoment gegen Null gehen, J — 0 & @ — 0, kénnten
numerisch Probleme auftreten'. Es ist deshalb nachvollziehbar, fiir diese Kérper

die neue dimensionslose Grofe Ams folgendermafien einzufiihren:

1
_m (m2 _ m;(err)

1 J?

Die Vermutung ist damit unter der Voraussetzung ) < 0 mit der Ungleichung

Am2 =

Ams > 0 identisch. Die in den Abbildungen vorgestellten numerischen Ergebnis-
se sind als Beispiele zu betrachten. Die tatsichlich durchgefiihrten Rechnungen
umfassten einen wesentlich groferen Parameterraum, um die Richtigkeit der Ver-
mutung ausfiihrlich zu testen.

Zur Berechnung der Grofen in SI-Einheiten sei auf Anhang C verwiesen.

8.1. Sterne konstanter Dichte

Das wahrscheinlich einfachst mogliche Sternmodell ist das homogener Massen-
dichte

pu = const.

Man kann jedoch mit diesem sinnvolle Abschitzungen durchfiihren, wie etwa die
Bestimmung von maximalen Massen, wie dies in [SA03, Sch03] geschehen ist. Dar-
iiber hinaus ist es moglich, es als erstes relativistisches Modell eines Neutronensterns
zu betrachten, entsprechende hohe Dichte vorausgesetzt. Hier wurde diese Konfi-
guration untersucht, da sie im Newton’schen Limes den Maclaurin-Ellipsoiden aus
Abschnitt 6.3.1 entsprechen.

1Spéaltere Untersuchungen haben gezeigt, dass diese Vorsichtsmafinahme eventuell nicht nétig ist,
siehe die Anmerkungen in Abschnitt 6.2.
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ABBILDUNG 8.1.1. Die Abweichung Amsy in Abhéngigkeit vom
Radienverhéltnis A im Falle homogener Sterne bei variablen Mas-
sen.

Abbildung 8.1.1 zeigt, dass die Quadrupol-Vermutung zutrifft. Fir die Rech-
nung wurde eine programminterne Massendichte von paxy = 5.5 verwendet. Dies
muss beachtet werden, wenn man die Grofen nach Anhang C in SI-Einheiten um-
rechnen will. Die Grofe Amg féllt mit dem Radienverhéltnis A stetig und iiber-
schreitet viele Grofsenordnungen. Fiir grofe Massen wird die Abweichung geringer,

bleibt dabei aber immer positiv.

8.2. Vollstindig degeneriertes, ideales Neutronengas

Neutronensterne stellen extrem kompakte astrophysikalische Objekte am Ende
der Sternentwicklung dar. Zwar sind die inneren Vorgénge noch nicht geklért, man
kann jedoch das Modell eines vollstdndig entarteten Neutronengases ansetzen. Dies
ist durch die Tatsache gerechtfertigt, dass die zu erwartende Temperatur weit unter
der Fermitemperatur des Sterns liegt, siche [ST83|. Die allgemeine Zustandsglei-
chung wurde bereits 1932 im Rahmen einer speziell-relativistischen Fermi-Dirac-
Statistik durch Stoner [Sto32] berechnet. Der Druck, die Massendichte und die
baryonische Massendichte hingen dann nach [MAK™08] wie folgt zusammen:

m4

P o= (@),
my,
noo= HB+W9($>7
m4 3

HB = Sppeps®
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mit den Funktionen

f(z) = z(22% —3)Va2?+ 1 + 3arsinhz,
glz) = 8z° [\/xQ +1- 1} — f(x),

wobei m,, die Neutronenmasse und & das Plancksche Wirkungsquantum sind.

1e+08 T

1le+07

=
TN
NO PP
ocooo
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ABBILDUNG 8.2.1. Die Abweichung Amsy, dargestellt fiir ein Mo-
dell vollstandig degenerierten Neutronengases in Abhéngigkeit vom
Radienverhéltnis A.

Abbildung 8.2.1 zeigt, dass die Quadrupol-Vermutung zutrifft.

8.3. Quarksterne nach dem MIT-Bag-Modell

Quarksterne stellen eine noch héher komprimierte Materieform als Neutronen-
sterne dar, wurden jedoch noch nicht beobachtet. Selbst wenn ihre Existenz spe-
kulativ ist, kann es moglich sein, dass diese Form der Materie im Inneren von
Neutronensternen vorliegt. Die nach dem MIT-Bag-Modell [CJJ T 74] resultierende
Zustandsgleichung

(8.3.1) W = ap+4B

ist relativ einfach. Teichmiiller hat sich in seiner Diplomarbeit [Tei07] ausfiihrlich
mit den Eigenschaften von Quarksternen nach diesem Modell beschéftigt. Er weist
darauf hin, dass der Parameter B, der einer Grundenergiedichte entspricht und in
diesem Modell einen charakteristischen Wert von B, = 60MeV/fm3 besitzt, in
Bezug auf die Berechnung eines Quarksterns nur eine Skalierungseigenschaft auf die
Masse in entsprechenden Einheiten hat. Dies zeigt er im Falle eines kugelsymmetri-
schen TOV-Sterns nach [OV39]. Weiterhin fiihrt er aus, dass der Parameter o in
Berechnungen zur Quantenchromodynamik auf einen Bereich zwischen 2 und 3,5

bestimmt worden sei. Die von ihm durchgefiihrten Rechnungen zeigen, dass beide



8.4. HOMOGENE RINGKORPER 72

Parameter einen Einflufs, etwa auf die zu erwartende Masse-Radius-Relation des
Sterns haben, jedoch keine grundsétzlich verschiedenen physikalischen Eigenschaf-
ten hervorrufen.

Hier wurden die Rechnungen zu Quarksternen mit der Zustandsgleichung
po = 3p+4Ben

durchgefiihrt.
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ABBILDUNG 8.3.1. Auch fiir Quarksterne nach dem MIT-Bag-
Modell ist die Abweichung Ams > 0 in Abhéngigkeit vom Ra-
dienverhé&ltnis.

Abbildung 8.3.1 zeigt wiederum die Bestétigung der Quadrupol-Vermutung un-

ter diesen Voraussetzungen.

8.4. Homogene Ringkorper

Neben schwarzen Léchern, spheroidalen Sternen und flachen Scheiben sind Rin-
ge und die Kombination dieser Grundkorper wahrscheinlich die relevantesten astro-
physikalischen Objekte. Es ist daher nachvollziehbar, warum die Tests zur Uber-
priifung der Quadrupol-Vermutung auch Ringkdrper enthalten sollten.

Die Untersuchungen zu spheroidalen Korpern haben fiir unterschiedliche Zu-
standsgleichungen keine grundsétzlich abweichenden Ergebnisse geliefert. Deshalb
soll hier stellvertretend nur die Untersuchung fiir homogene Ringkdrper angegeben

werden.
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ABBILDUNG 8.4.1. Das Verhéltnis ‘Afl—z‘ flir homogene Toroide

in Abhéngigkeit von der Rotverschiebung z bei unterschiedlichen
Radienverhéltnissen A.

Abbildung 8.4.1 zeigt, dass auch in diesem Fall die Vermutung zuzutreffen
scheint.

Da das Verhiltnis ’A‘/]I—;‘ im extremrelativistischen Grenzfall wie erwartet ge-
gen eins konvergiert, kann die Untersuchung auch als zuséitzliche Bestédtigung der

Berechnung des Quadrupolmoments angesehen werden.

Zusammenfassung der Ergebnisse

Es konnte gezeigt werden, dass fiir die betrachteten Koérper unter den gegebenen
Voraussetzungen die Quadrupol-Vermutung zutrifft. Das Zutreffen der Vermutung
scheint dabei unabhéngig zu sein von der Wahl der Zustandsgleichung. Auch eine
Verdnderung der Topologie von Scheiben zu sphérischen Kérper und Ringen hat
keine Verletzung der Vermutung ergeben.

Wahrscheinlich handelt es sich tatsdchlich um eine neue interessante Eigen-
schaft von axialsymmetrisch stationédren und starr rotierenden Fliissigkeitskérpern

in der allgemeinen Relativitatstheorie.



Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist es gelungen, die stationdren Multipolmomente
in der allgemeinen Relativitdtstheorie als natiirliche Verallgemeinerung des New-
ton’schen Begriffs darzustellen und, darauf aufbauend, den Algorithmus zur Be-
stimmung der Momente im axialsymmetrischen Fall nach Fodor et al. zu bestétigen
sowie die Ergebnisse zu ergénzen. Dariiber hinaus konnte die Quadrupol-Vermutung
fiir axialsymmetrisch starr rotierende Fliissigkeitskorper aufgestellt und anhand von
analytischen und numerischen Ergebnissen unterlegt werden.

Die wesentliche Innovation an dem durch Fodor aufgestellten Algorithmus be-
steht in der Einfiihrung der Tensoren S, 4 ., die den Rechenaufwand der Bestim-
mung der Momente anhand des Potentials ¢ wesentlich verringern. Dies war jedoch
durch die Axialsymmetrie moglich und es ist daher fraglich, ob fiir allgemeinere
Raumzeiten eine Ubertragung der Ideen méglich ist.

Ein derzeitiger Schwerpunkt der Forschungen in der allgemeinen Relativitéts-
theorie ist die Simulation dynamischer Prozesse. Man erhofft sich aus der Analyse
dieser Systeme Vorhersagen iiber die zu erwartende Form der emittierten Gra-
vitationswellen zu gewinnen. Thorne gab in [Tho80| Entwicklungen der Gravi-
tationsstrahlung im Sinne von nicht-stationdren Multipolmomenten. Aber auch
aus den in dieser Arbeit behandelten Momenten kénnen fiir dynamische Situa-
tionen Riickschliisse gezogen werden. Ryan etwa hat sich in [Rya95| und vielen
folgenden Artikeln ausfiihrlich mit der Gravitationsstrahlung eines Testobjekts vor
dem Hintergrund axialsymmetrisch stationidrer Raumzeiten anhand ihrer Momente
beschéaftigt, was spédter durch Sotiriou und Apostolatos in [SA06]| auf Einstein-
Maxwell-Raumzeiten verallgemeinert wurde. Auch kénnte ein kontinuierlicher pa-
rametrischer Ubergang stationéirer Raumzeiten ein Modell fiir dynamische Prozesse
darstellen, der Riickschliisse auf die Abstrahlung des Systems zulésst.

Dariiber hinaus besteht die interessante Moglichkeit, numerisch gewonnene Au-
fenlosungen mit exakten Losungen zu approximieren. Manko und Ruiz haben in
[MR98| gezeigt, wie aus Vorgabe der ersten n Momente ein rationales Ernst-
Potential auf der Achse bestimmt werden kann, das nur in héheren Momenten von
der Vorgabe abweicht. In der Diplomarbeit von Maucher [Mau09] wird gezeigt,
wie aus diesem die Losung im gesamten Raum konstruiert werden kann.

Es ist auch denkbar, aus der Vorgabe einer Zahl von Multipolen Anfangsdaten
fiir Auflenfelder numerischer Simulationen zu erzeugen. Welche Wahl an Momenten

macht dann physikalisch Sinn? Ungleichungen, die den moglichen Parameterraum

74



AUSBLICK 75

einschrinken, sind bei der Wahl der Momente sehr niitzlich. Die in dieser Arbeit
aufgestellte Vermutung ist eine solche Ungleichung.

Die Kerr-Raumzeit stellt eine extreme physikalische Situation dar. Dies gilt
nicht automatisch auch fiir alle ihre Momente. Der dritte Teil dieser Arbeit stellt
den Anfang von Untersuchungen dar, die eben dies fiir axialsymmetrisch stationére
Raumzeiten mit einem starr rotierenden Fliissigkeitskorper herausstellen kénnten.
Erste Tests an spheroridalen Kérpern haben gezeigt, dass eventuell auch fiir das

Oktupolmoment ’Q?e”

‘ < |Qs]| gelten konnte. Im Falle der starr rotierenden Staub-
scheibe ist in Abbildung 8.4.2 das Verhéltnis |QX" /Q, | bis n = 10 angegeben. Es
wurde berechnet nach den in [MAK™08| gegebenen Momenten und bleibt immer

kleiner gleich eins.
Jnmin

Qn
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ABBILDUNG 8.4.2. Das Verhaltnis V,, = J"Ml_"/Qn’ der starr
rotierenden Staubscheibe flirn =2...10: Vg < --- < V3 <V, < 1.

Deshalb wird folgende Vermutung aufgestellt:

VERALLGEMEINERTE QUADRUPOL-VERMUTUNG. Seien die Voraussetzungen
wie in der Quadrupol-Vermutung. Dann gilt fir n > 2:
’ T

—_— | < 1.
Mnfl,Qn -

Wie ist die verallgemeinerte Quadrupol-Vermutung zu interpretieren? Eventuell
als Verhéltnis zwischen Stromen und Massen? Ist die Vermutung dquivalent zu
v < 1 oder folgt sie daraus? Warum sollte die Vermutung nicht auch fiir eine
grofere Klasse von Rotationsgesetzen gelten?

Ein analytischer Beweis der Quadrupol-Vermutung(en) konnte zum grundle-

genden Verstdndnis der allgemeinen Relativitédtstheorie beitragen.



Danksagung

Viele Menschen haben mich dabei unterstiitzt, mein Studium mit dieser Arbeit
zu einem erfolgreichen Ende zu bringen, allen voran natiirlich meine Familie. Jedem,
der mir etwas direkt oder indirekt durch ein nettes Wort, eine gemeinsame Rechnung
oder eine Tasse Kakao mitgegeben hat, mochte ich an dieser Stelle herzlich danken.
Man ist allzu oft geneigt zu vergessen, wie viel andere Menschen die Voraussetzung
sind fiir das eigene Vorankommen. Es wird nicht moglich sein, hier alle Menschen
zu nennen, die mir im letzten Jahr geholfen haben. Trotzdem m&chte ich einige von
ihnen hier auffithren, die mich speziell bei dieser Arbeit unterstiitzt haben.

Ich bedanke mich bei Prof. Reinhard Meinel fiir seine sowohl fachliche als auch
menschliche Unterstiitzung. Ohne sein Verstédndnis wére die Arbeit nicht zu Stande
gekommen. Herr Meinel stand mir iiber die gesamte Zeit der Arbeit hilfreich und
geduldig zur Seite.

Gleiches gilt fiir Dr. Andreas Kleinwéchter, der mir bei den Betrachtungen zur
Staubscheibe sehr geholfen hat.

Vielen Dank auch an Dr. Marcus Ansorg, der mir kurzfristig die Moglichkeit
gegeben hat, als Gast in Potsdam am Albert-Einstein-Institut zu arbeiten. Er be-
treute mich in Potsdam und war mir bei vielen Problemen eine grofse Hilfe. Danke
auch an Dr. Jorg Hennig, der viele Fragen stets zuvorkommend beantwortete. Die
gemeinsame Zeit in Raum 1.65 wird mir stets in schéner Erinnerung bleiben.

Dr. David Petroff danke ich fiir seine Hilfe bei vielen Fragestellungen zum AKM-
Programm und seiner Dissertation.

Vielen Dank auch an Stefan Horatschek, mit dessen Hilfe ich Berechnungen zu
diinnen Ringen durchgefiihrt habe.

Dass Menschen anderen Menschen uneigenniitzig helfen, ohne sie je gesehen zu
haben, konnte ich bei Thomas P. Sotiriou und Thomas Béackdahl beobachten. Bei
Problemen der Berechnung der Momente nach Fodor halfen mir beide bereitwillig.

Andrés Acena danke ich fiir seine Einfiihrung in den Spinor-Formalismus.

Die meiste Zeit am TPI verbrachte ich in einem Zimmer gemeinsam mit Jan
Zschoche. Thm danke ich fiir viele fruchtbare Diskussionen, jede Menge Kuchen und
die Durchsicht des Manuskripts. Auch an Wilm Schumacher vielen Dank fiir das

Korrekturlesen.

76



Anhang



ANHANG A

Explizite Multipolmomente

Mit M;; := mym; — m;_1m;41 folgt fiir die héheren Momente in vollstandiger
Ubereinstimmung mit [FHP89)

1 1
Fod
Qed = — — Myginy — =M
5 ms 21 20m1 3 ?,()’I”I’L()7

1 5 4
Fod _ _ _
Q = + — M- —M — —M — — M. — —M
6 me 33 20m0m0 231 2012 33 3011 33 31Mo 11 40M0,

3 _ 10 o 5 _ _
Fod = my — mMzom%Tm + @Mzomom1mo - @Mzomg + mMzsomgmo
25 4 30 76 10

— 2 Mygig — — Maying — —— Magiitn — —— Mg — ~o M
199 Msoma — 5o Mgy — e Maoma — e Marmo — 15 Msomo,

_ 1 _ 2 o 38
ngd = mg — Mzomgm% + ﬁMzom%mg - EMZOmOmlml + 3003M20m0m0m2
24

1 12
PR % 2 [ — %
+ =5 Maymimg 143M20m4 14 3M30m0m1 + 43M30m0m1m0
14 23 3 15
129 —M3zoms + 13M51m0m0 429M31m2 + EM4om§m0 - EMzLomz
34 4 _ 45 _ 11 _ _
143 —Mymy — 13M50m1 - EM@WO - EMmmo — Mgomy,

1
143

2
od - _
g = Mg — ﬁMgomgmg 221 M20m5 + 291 MQOmngml 2431 Mgomomlmg

174 Y 106
9431 20M0me My + 5y Maomomoms = 37577

41 8 7
———— Myyin? —M — — Magmgm?
17017 207 gy Maomamome = 557 Msomomy

18, L1 3
momim
I D VY 2431

49 42 7
~ A e — 22 —— Mo — —— M3y
2431 30Myg — 291 31m0m1 + 291 31MoM1 Mg 291 31M3

38 9 42 _ 147

——— Mygmomamg

2
M30m0m0m2 —+ Mgomlmo

40M3 + 1—7M41m(2)mo

314 7 9 35 373 87

_ 22 = 20 Moy — —L My
991 o025 ay a2 517

221

78



A. EXPLIZITE MULTIPOLMOMENTE 79
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Das elfte Moment Q¥?? wurde neu berechnet als
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ANHANG B

Formeln zur starr rotierenden Staubscheibe

Die Metrik der starr rotierenden Staubscheibe ist in ultraelliptischen Theta-
Funktionen gegeben. Diese Losung kann in der Symmetrieebene und auf der Ro-
tationsachse mit Hilfe gewGhnlicher Theta-Funktionen beziehungsweise mit Jaco-
bi’schen elliptischen Funktionen dargestellt werden. Dies gelingt in der Scheibe in
einer besonders einfachen Form mit den Parameterfunktionen 2o (y) und bo(p),
wobei fo(u) = €20 (1) + ibo(1) das Ernst-Potential im Nullpunkt ist. Eine weitere
wichtige Parameterfunktion ist Qpg(p) mit der Winkelgeschwindigkeit € und dem

Scheibenradius pg. Diese Funktionen sind durch die Relation
Vo b2 140202 = 1

verkniipft.

Die Darstellung auf der Achse ist komplizierter. Bei der Entwicklung des Po-
tentials auf A™ treten daher weitere Parameterfunktionen, die ¢1(u), c3(p), cs(p)
usw. genannt werden sollen, auf. Die Multipolmomente werden daher auch von die-
sen Funktionen abhéngen. Die vollstdndige Losung, ihre Herleitung sowie héhere
Multipolmomente kénnen in [MAK'08| nachgeschlagen werden.

Sind

i) = G [10,00)].
bo() = —ﬁsn (). 2] - n [T, 1 (1))
0=l = 5y/1 riten [0, 1]
a(p) = 2B+ \/1/7 (—u (1 + 7'2) Iy + Il) ,
ca(p) = ﬁlg/z (=2B27 + 1 2sn [ 1), W ()] - en [ FG), 0 ()] -

dn 12,1 ()] (7 = 7%) + p273(1+ 7)o = 3Ly + 312

dann sind wie in Abschnitt 6.3.3 die ersten drei Multipolmomente gegeben durch

20-M = —bo — QOCI,
492 J = 71)0 — 29001,
80 Q = byt (24+Db2)Q0ct + Q2 + (e —12¢3))/3.
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B. FORMELN ZUR STARR ROTIERENDEN STAUBSCHEIBE

Hierbei wurden folgende Definitionen verwendet:
B(u) = B (am [1(0,0(2)] .2 (1)

) = YT,

1 ”ln(\/l—i—xz—l—x) "
Tulw) = */o N T T
() = V1+p2lo(p).

Die Module h(p) und h'(p) sind gegeben durch

s

1 14
I = 1 - L
(1) 5 ( e u2>
und ihre Relation h% + h'%2 = 1.

Die elliptischen Integrale erster und zweiter Art sind durch

F(p, k) =

/*" do

o V1—k2sin26
%]

E(p, k) = /0 V1 — k2sin® 0d6

gegeben und die Jacobi’schen elliptischen Funktionen via

u = F(p k),
am(u, k) = ¢,
sn(u, k) = sing,
en(u, k) = cosy,
dn(u, k) = y/1—k2sin .
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ANHANG C

Notation und Einheiten

C.1. Zur Notation

Einheiten: G = ¢ = 1, Newtonsche Gravitationskonstante G und Lichtgeschwindig-
keit ¢, “geometrische Einheiten”

konform Unendlich: A entspricht » = oo siehe Def. 2.2.1 auf Seite 21

konforme Metrik, konformer Faktor: § = Q%g

Multipolmomente nach Geroch-Hansen: QI;/I/ i bzw. M, , und J, ; als Massen-
M/J

und Strommomente, in Axialsymmetrie Q' = % . Qz/[/ J ¢
——

n

Multipolmomente nach Fodor: QE"d = MSOd + iJS"d

spezielle Momente: M Masse, J Drehimpuls, @2 Quadrupolmoment, in Teil 3 als
Q bezeichnet
Multipoltensoren: P

ab...c’ ¥ab...c
Multipoltensoren nach Fodor: P, , . = PFd ,
p...pC...Cop...p

a b c

M/J M/J _ pM/J
— Tab...c

Sabc: abet

[g(i“;?@is__,-m)]a b ot Pénb) .: Tensor n-ter Stufe, n =a+b+c
Minkowski Raumzeit: g = nqpdz®dx®

Metrik eines rotierenden Fliissigkeitskorpers im Gleichgewicht:
g = eV [e*(dp? +d¢?) + W2dp?| — 2V (dt + adyp)?
= 2(dp® + dC?) + W?e™ 2 (dyp — wdt)? — e dt*

Killing Vektoren axialsymmetrisch stationdrer Raumzeiten: { = 9; und n = 0,
Energie-Impuls-Tensor einer idealen Fliissigkeit: Ty, = (€ + p)ugup + pgap mit Ge-
schwindigkeitsfeld u sowie Druck p und Energiedichte e

Ernst-Potentiale: f = 2V +1ib, ¢ = %

positiver Teil der Symmetrieachse: AT := {(p,{) : p=0, ¢ > 0}
Entwicklungskoeffizienten auf der Achse: ¢| .+ = > m, ="+

Quadrupol-Vermutung;: ’MJ—ZQ‘ <1

Verallgemeinerte Quadrupol-Vermutung: ‘Mn{i%‘ <1 mitn > 2.

Quadrupoldifferenz spheroidaler Kérper: Amy = — k5 (mg — m&er)

Gravitationsrotverschiebung: z =/ %\A — 1 mit der Sternoberfliche 0
o

Komplexe Konjugation: a +ib =a —ib, a,b € R

Summenkonvention: 7%, = T, i.A. kein Unterschied zwischen griechischen und

)

lateinischen Indizes
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C.2. UMRECHNUNG 84

Abbildungen: ¢ : M — S, ¢* ist der Pull-Back, ¢, der Push-Forward, siehe [Jos05]
Laplace-Operator: A, f = %81- [\/Z}gijajﬂ mit g = |det(g)]
n-(n—2)-(n—4)-----2 n gerade
Doppelfakultit: n!! =
n-(n—2)-(n—4)-----1 n ungerade
Kardinalitat: card(I) = n, n ist die Méchtigkeit der Menge I

Querverweise: Definition 4.4.1, “Kapitel . Abschnitt . Nummer”

C.2. Umrechnung

In der gesamten Arbeit wurden Einheiten verwendet, in denen ¢ = G =
1 gewéhlt wurde. Die Umrechnung der geometrischen Einheiten aus dem AKM-
Programm héngt jedoch von der Zustandsgleichung ab. Die relevanten Umrech-
nungen sowie die dazu noétigen Grofen in SI-Einheiten nach dem “Committee on
Data for Science and Technology* sollen hier aufgefithrt werden. Zunéchst die Na-

turkonstanten:

G = 6,674.10°1 2
9 kg‘S2’

¢ = 299792458?,

Mo = 1,989-10%%%kg.

C.2.1. Homogene Zustandsgleichung und MIT-Bag-Modell. Die Um-
rechnungen fiir homogene Zustandsgleichungen entsprechen denen aus [Sch03], die
fiir das MIT-Bag-Modell sind [Tei07] entnommen. Beide Skalierungen hingen zu-
sammen, wenn man die Massendichte p des homogenen Modells gegen einen mit

C—E—Faktor versehen Parameter B aus der Zustandsgleichung des MIT-Bag-Modells

ersetzt, u — 652.
Grofe Einheit Faktor fiir p = 1018% fiir B =60 yﬂ‘j\gf
Lénge m \/ETM 36, 7km 112,2km
Zeit s ¢é7 122, 4pus 374, 3us
Masse kg \/(;*m 4,94 -103kg = 24, TMg, 1,51 -10%2kg = 76,0M,
Drehimpuls ™= < 5,44 - 1044 ke’ 5,08 - 1045 kem®
Energie ~ fem® o = 4,44 1048 kan® 1,36 - 1049 ke’

C.2.2. Ideales Neutronengas. Es existiert offensichtlich in der Darstellung
der Zustandsgleichung die Konstante

m4

24m2h3°

In Anlehnung an polytrope Zustandsgleichungen wurde jedoch nicht diese zur ein-

K, :=

heitenlosen Darstellung innerhalb des AKM-Programms benutzt, sondern

1 s

K, =
20 7



C.2. UMRECHNUNG 85

vgl. [MAK™'08|. Durch die Konstanz von K, gibt es keinen freien Parameter mehr,

die Skalierungen sind fixiert. Das Plancksche Wirkungsquantum und die Neutro-

nenmasse sind gegeben durch

h
my,

. . ITI4
Damit ist K, = 5.380W

k 2
— 1,0545716- 103482

S
= 1,6749272-10"2"kg.

und es ergeben sich folgende Umrechnungen:

Grofe Einheit Faktor in Einheiten
/
Lénge m % 4,44 km
. K3/3
Zeit s NrTel 14,81 us
Masse kg Ki/'\/&  5,98-10%0%kg = 3,01M;
Drehimpuls ~ k&m®  g3/2.c 7,96 - 1042 ke

Energie

kgm

L 5,37 - 1047 ke’
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