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Einführung

Multipolmomente spielen in der theoretischen und angewandten Physik eine
große Rolle. Dies wird bei der Herleitung der Abstrahlcharakteristik bewegter La-
dungen in der Elektrodynamik, der Klassifizierung von Atomen und Molekülen in
der Chemie und der groben Bestimmung der Form von Atomkernen in der Kern-
physik deutlich. Auch für die computergestützte Physik ergaben sich viele nützli-
che Einsichten. So ist etwa der “Fast Multipole Algorithm” zur Modellierung von
n-Körper-Problemen unter den zehn besten Algorithmen des vergangenen Jahrhun-
derts aufgeführt, siehe [DS00]. Multipolmomente zu betrachten, das heißt Effekte
gegeneinander abzuschätzen, Interaktionen zu approximieren.

Der Erfolg von Methoden, die Multipolmomente in der klassischen Physik ein-
setzen, ist nicht zuletzt darin begründet, dass jeder Term einer solchen Entwicklung
Lösung der entsprechenden Potentialgleichung ist. Eine Verknüpfung von Feldern
auf der einen und Quellen auf der anderen Seite ist in der allgemeinen Relativitäts-
theorie (ART) jedoch nur in linearisierter Theorie bekannt. Warum also Multipol-
momente betrachten?

Jede neue analytische oder numerische Lösung ist ohne Interpretation nichts
weiter als ein mathematisches Konstrukt, da nicht klar ist, ob eine realistische
physikalische Situation beschrieben wird oder gar eine schon vorhande Lösung re-
produziert wurde. Daher sind invariante Charakterisierungen von Lösungen wich-
tig, es gibt jedoch kein kanonisches Verfahren. Ein bekannter Ansatz ist etwa die
Petrow-Klassifizierung nach den Eigenschaften des Weyl-Tensors. Wie ist eine sol-
che Klassifizierung physikalisch interpretierbar? Ist es möglich, Raumzeiten anhand
der Charakterisierung zu vergleichen, zum Beispiel im Fernfeld?

Für stationäre und asymptotisch flache Raumzeiten existieren mehrere äquiva-
lente und invariante Definitionen von Multipolmomenten in der allgemeinen Rela-
tivitätstheorie. Es konnte gezeigt werden, dass weit entfernt von der Quelle zwei
Raumzeiten identisch sind, wenn ihre Momente konvergieren. Das heißt, diese Mo-
mente sind eine Möglichkeit, Raumzeiten invariant zu charakterisieren. Darüber
hinaus sind sie durch den bekannten Newton’schen Grenzfall anschaulich interpre-
tierbar.

Eine Übertragung der Momente auf die Gravitationstheorie nach Einstein ist
nicht trivial. Der erste Teil der Arbeit beginnt daher zuerst mit dem Multipolbegriff
in der Newton’schen Theorie der Gravitation. Mit den nötigen mathematischen
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Hilfsmitteln sollen danach die Momente nach Geroch und Hansen als natürliche
Verallgemeinerung des nichtrelativitischen Begriffs dargestellt werden.

Etwa zwanzig Jahre nach dieser Definition wurde durch Fodor, Hoenselaers und
Perjés ein Algorithmus zur expliziten Berechnung der Momente bei zusätzlicher Axi-
alsymmetrie vorgestellt. Sie stellen dabei die Verbindung zum Ernst-Formalismus
her, in dem das Vakuumfeld durch eine komplexwertige Funktion beschrieben wird.
Die Arbeit von Fodor et al. ist an vielen Stellen schwer nachvollziehbar, da die auf-
tretenden, mitunter langwierigen Rechnungen nicht explizit aufgeführt werden. Um
die Richtigkeit des Algorithmus zu überprüfen, wurden daher alle Schritte und An-
nahmen im zweiten Teil der Arbeit nachvollzogen und wenn nötig ergänzt. Auf
dieser Grundlage konnte das Verfahren implementiert und die Ergebnisse bestätigt
werden. Zusätzlich wurde das elfte Moment berechnet, welches die gleiche Struk-
tur besitzt wie alle vorher bekannten. Da die entstehenden Ausdrücke relativ lang
werden, sind sie im Anhang dargestellt.

Die Gravitationstheorie nach Einstein ist die beste bekannte Theorie der Gra-
vitation. Das Feld wird beschrieben durch die Lösung der Einsteingleichungen, ei-
nem System aus gekoppelten, nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen zwei-
ter Ordnung. Es sind nur wenige physikalisch relevante analytische Lösungen be-
kannt. Aufgrund der Nichtlinearität der Theorie ist es auch für die Zukunft nicht
zu erwarten, dass viele neue strenge Ergebnisse hinzukommen werden. Die compu-
tergestützte Simulation von Raumzeiten hat daher einen hohen Stellenwert in der
Forschung eingenommen. Im Idealfall können so Hinweise auf allgemeine Zusam-
menhänge gesammelt werden, die im Anschluss zu beweisbaren Aussagen führen.
Mit Hilfe von Simulationen axialsymmetrisch stationärer Raumzeiten konnte im
Rahmen dieser Arbeit eine neue Vermutung, die “Quadrupol-Vermutung”, für ro-
tierende Flüssigkeitskörper aufgestellt werden. Im dritten Teil wird diese vorgestellt
und anhand von analytischen Lösungen motiviert. Die systematischen numerischen
Untersuchungen werden im Anschluss dargelegt.

Neben expliziten Formeln, die im eigentlichen Text unpassend wären, finden
sich im Anhang Anmerkungen zur Notation und Einheitenumrechnung.



Teil 1

Grundlagen



Die Definition von invarianten Multipolmomenten in der allgemeinen Relativi-
tätstheorie war lange ein offenes Problem. So ist es nicht verwunderlich, dass die
resultierende geometrische und damit koordinatenfreie Version nach Geroch und
Hansen Anfang der siebziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts auf den ersten
Blick nicht sehr verständlich erscheint.

Ziel des ersten Teils ist es, die eingeführten Begriffe anschaulich zu erklären
und als direkte Verallgemeinerung der Newton’schen Momente darzustellen.

Das erste Kapitel wird den Multipolbegriff im flachen Raum kurz wiederholen
und danach eine Verbindung zwischen den Legendrepolynomen und dem Spur-
begriff herstellen. Es wird eine alternative Berechnung der Multipole vorgestellt,
welche als Motivation der allgemeinrelativistischen Definition angesehen werden
kann. Das folgende Kapitel legt die notwendigen mathematischen Grundlagen zur
Einführung der Momente. Dazu gehören Ausführungen zu den Konsequenzen der
Stationarität und zum Begriff der asymptotischen Flachheit. Die Momente nach
Geroch-Hansen werden im abschliessenden Kapitel eingeführt und einige wichtige
Aussagen der Momente diskutiert. Dazu wird Bezug genommen auf die Äquiva-
lenz zu anderen Definitionen und den Zusammenhang von Multipolmomenten und
Erhaltungsgrößen.



KAPITEL 1

Newton’sche Momente

1.1. Der Multipolbegriff im flachen Raum

Im Grenzfall schwacher Felder und kleiner Geschwindigkeiten gehen die Ein-
steinschen Feldgleichung über in die Newton’sche Formulierung der Gravitation mit
der bekannten Feldgleichung

∆U(~r) = 4πGµ(~r)

mit der Gravitationskonstante G, dem Gravitationspotential U und der Massen-
dichte µ, analog zur Poissongleichung der Elektrostatik. Die Lösung ist durch die
Greensfunktion des Laplaceoperators bekannt bis auf Randterme und Lösungen der
Laplacegleichung ∆U(~r) = 0:

U(~r) = −G
∫

µ(~r ′)
|~r − ~r ′|dV

′.(1.1.1)

Diese Gleichung soll Quellendarstellung von U heißen. Für eine inselartige Mate-
rieverteilung lohnt sich die Entwicklung von 1

|~r−~r′| nach den Legendrepolynomen
Pl(cos Θ), wobei Θ den Winkel zwischen ~r und ~r ′ bezeichnet. Man kommt in na-
türlicher Weise zu dem, was man für r À r′ als klassische Multipolentwicklung
bezeichnen könnte:

U(~r) = −G
∞∑

l=0

1
rl+1

∫
r′lPl(cos Θ)µ(~r ′)dV ′

= −G
[∫

µ(~r ′)dV ′

r
+
∫
r′ cos Θµ(~r ′)dV ′

r2
+∫

r′2 1
2

(
3 cos2 Θ− 1

)
µ(~r ′)dV ′

r3
+ . . .

]

= −G
M
r

+
∑3

i=1 xiMi

r3
+

1
2!

3∑
i,j=1

Mijxixj

r5
+ . . .

 .(1.1.2)

Die Masse M , das Dipolmoment Mi und das Quadrupolmoment Mij sind gegeben
sind durch

M :=
∫
µ(~r ′)dV ′,

Mi :=
∫
x′iµ(~r ′)dV ′,

Mij :=
∫ (

3x′ix
′
j − r′2δij

)
µ(~r ′)dV ′,
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1.2. BEMERKUNGEN ZUM SPURBEGRIFF SYMMETRISCHER TENSOREN 10

wobei r =
√
x2 + y2 + z2 den Abstand zum Ursprung darstellt. Eine analoge, viel-

leicht sogar etwas elegantere Formulierung erhält man bei der Entwicklung nach
Kugelflächenfunktionen in Kugelkoordinaten (r, θ, ϕ) mittels

U(~r) = −G ·
∞∑

l=0

l∑
m=−l

√
4π

2l + 1
qlm
rl+1

Ylm(θ,Φ),

wobei

qlm =

√
4π

2l + 1

∫
µ(~r ′)r′lȲlm(θ′, ϕ′)dV ′

die sphärischen Multipolmomente darstellen. Zwar sind die Momente nicht iden-
tisch, jedoch beschreiben sie physikalisch die selbe Situation: eine Entwicklung des
Potentials in Potenzen von 1

r , wobei jeweils die Darstellung von 1
|~r−~r′| nach dem

entsprechenden Funktionensystem ausgenutzt wurde.
Weiterhin kann an der Darstellung der Kugelflächenfunktionen

Ylm(θ, ϕ) ∼ Plm(cos θ)eimϕ,

Pl0(x) = Pl(x)

mit den bekannten assoziierten Legendrepolynomen Plm erkannt werden, dass im
Falle einer axialsymmetrischen Massendichte ∂ϕµ = 0 wegen

1
2π

∫ 2π

0

eimϕdϕ = δm,0 ∀ m ∈ Z

die qlm nur noch Anteile in m ≡ 0 haben können. Bei Beachtung aller Vorfaktoren
folgt dann

U(~r) = −G
∞∑

n=0

MnPn(cos θ)
rl+1

mit Mn := 1
n!Mz . . . z︸ ︷︷ ︸

n

. Auf dem positiven Teil der Symmetrieachse, A+ := {(ρ, z) :

ρ = 0, z > 0} können wegen Pl(1) = 1 alle Momente als Entwicklungskoeffizienten
von U abgelesen werden:

U |A+ = −G
∞∑

n=0

Mn

zn+1
.(1.1.3)

Die selbe Konstruktion wird bei der Bestimmung der relativistischen Multipolmo-
mente axialsymmetrisch stationärer Raumzeiten eine tragende Rolle spielen.

1.2. Bemerkungen zum Spurbegriff symmetrischer Tensoren

Die sphärischen Momente entsprechen einer irreduziblen Darstellung mit 2l+1
Elementen in l-ter Stufe, wohingegen die kartesischen (l + 1)(l + 2)/2 Elemente
aufweisen, siehe z.B. [Jac98]. Sie können daher nicht unabhängig voneinander sein.
Diese Eigenschaft wird zum einen durch die offensichtliche Symmetrie und die nicht
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so offensichtliche Spurfreiheit ausgedrückt. Da es in den entsprechenden Lehrbü-
chern keine dem Autor bekannte ausführliche Darstellung des Sachverhaltes gibt,
soll hier der Begriff der Spurfreiheit für symmetrische Tensoren behandelt werden.

1.2.1. Die Spur eines Tensors.

Definition 1.2.1. Die Spur eines r-fach kovarianten Tensors T mit r ≥ 2 ist
ein (r−2)-fach kovarianter Tensor. Sei g die Metrik des betrachteten Raumes, dann
ist die Spur gegeben als

Tr(T ) := gabT(abc...d)dx
c ⊗ · · · ⊗ dxd,(1.2.1)

wobei runde Klammern totale Symmetrisierung bedeuten,

T(I) :=
1

card(I)!

∑
I′=Perm(I)

TI′ .

Ein Tensor T heißt spurfrei, wenn

Tr(T ) = 0(1.2.2)

gilt.

Beispiel 1.2.2. Klassisches Oktupolmoment

In Newton’scher Theorie ist im Kartesischen gij = δij . Die klassische Multipol-
entwicklung war definiert als

U(r) = −G
∞∑

l=0

1
rl+1

∫
r′lPl(cos Θ)µ(~r ′)dV ′(1.2.3)

= −G
∞∑

n=0

1
n!
Mi1...in

xi1 . . . xin

r2n+1
.(1.2.4)

Im Folgenden soll das Oktupolmoment berechnet und seine Spurfreiheit gezeigt
werden. Es ist P3(cos Θ) = 1

2

(
5 cos3 Θ− 3 cosΘ

)
und damit

1
3!
Mijkx

ixjxk

r7
=

1
r4

∫
r′3

1
2
(
5 cos3 Θ− 3 cosΘ

)
µ(~r ′)dV ′,

Mijkx
ixjxk = 3 · r3

∫
r′3

(
5
xix′ix

jx′jx
kx′k

r′3r3
− 3

xix′i
r′r

)
µ(~r ′)dV ′

= 3 ·
∫ (

5 · xix′ix
jx′jx

kx′k − 3r2r′2xix′i
)
µ(~r ′)dV ′

= 3 ·
∫ (

5 · x′ix′jx′k − 3r′2g(ijx′k)

)
µ(~r ′)dV ′ · xixjxk,

wobei im letzten Schritt auf die Symmetrie geachtet wurde. Demzufolge ist

Mijk = 3 ·
∫ (

5 · xixjxk − r2 (gijxk + gkixj + gjkxi)
)
µ(~r)dV.
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Schlussendlich folgt

Tr(M)k = gijMijk

= 3 ·
∫ (

5 · xjxjxk − r2 (3xk + xk + xk)
)
µ(~r)dV

= 0

und somit ist das klassische Oktupolmoment wie erwartet spurfrei.

1.2.2. Der spurfreie Teil eines symmetrischen Tensors. In manchen
Lehrbüchern findet man als Definition der Momente

M̂i1...in :=
∫
xi1 . . . xinµ(~r)dV.

Dies ist eine gerechtfertigte Variante, jedoch muss bei der Interpretation darauf ge-
achtet werden, dass eine entsprechende Entwicklung des Potentials mit Hilfe der M̂
eine etwas kompliziertere Form hat als Gleichung 1.2.3. Der offensichtliche Unter-
schied zwischen den so definierten Momenten und den mit Hilfe der Zerlegung nach
Legendrepolynomen konstruierten besteht in der Spurfreiheit letzterer. Die Mi...j

haben dabei die Struktur

Mi1...in
∼

∫
[xi1 . . . xin

+ symm. Terme in gij , r und xi]µ(~r)dV

= M̂i1...in +
∫

[symm. Terme in gij , r und xi]µ(~r)dV

Deshalb drängt sich die Idee auf, die Mi1...in als spurfreien Teil der M̂i1...in

zu interpretieren. Die Legendrepolynome können dann als Vorschrift genommen
werden, den spurfreien Anteil eines Tensors zu extrahieren. Es war beispielsweise
das Oktupolmoment

Mijk = 3 ·
∫ (

5 · xixjxk − 3 · r2g(ijxk)

)
µ(~r)d3V,

somit kann man den spurfreien Teil eines dreifach kovarianten und symmetrischen
Tensors Tijk sofort angeben, indem man

∫
xixjxkµ(~r)d3V mit Tijk ersetzt und die

Vorfaktoren anpasst:

TTF
ijk = Tijk − 3

5
· g(ijTk)abg

ab.

Denn nach Gleichung 1.2.1 ist

Tr(TTF)k = gijTijk − 1
5
· gij

(
gijT

a
ka + gkiT

a
ja + gjkT

a
ia

)
= T a

ka − 1
5

(3 · T a
ka + T a

ka + T a
ka )

= 0.

Dies ist die Motivation für folgende Aussage:
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Lemma 1.2.3. Sei (M, g) ein dreidimensionaler Riemann’scher Raum mit gabgab =
3. Sei T ein n ≥ 2-facher kovarianter symmetrischer Tensor. Dann ist sein spur-
freier Teil gegeben durch

TTF
i1...in

= Ti1...in
+An

2 · g(i1i2Ti3...in)abg
ab

+An
4 · g(i1i2gi3i4Ti5...in)abcdg

abgcd(1.2.5)

+ · · ·+An
ng(i1i2 . . . gin−1in)Tab...cdg

ab . . . gcd

Die An
i sind dabei wie folgt bestimmt durch die Taylorkoeffizienten der Legendrepo-

lynome Pn(x). Sei

Pn(x) =:
n∑

i=0

an
i x

n−i.

Dann ist

An
i :=

an
i

an
0

= (−1)i/2 n! · (2n− i− 1)!!
i!! · (n− i)! · (2n− 1)!!

.(1.2.6)

Beweis. Die Formel von Rodriguez zur Darstellung der Legendrepolynome
lautet

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn

(
x2 − 1

)n
.

Diese führt auf die explizite Darstellung

Pn(x) =
(2n)!

2n(n!)2
·

n∑
i=0,2,...

(−1)i/2 n! · (2n− i− 1)!!
i!! · (n− i)! · (2n− 1)!!

· xn−i

=
(2n)!

2n(n!)2
·

n∑
i=0,2,...

An
i · xn−i.

Die Beweisidee ist, dass ein Ansatz in Form von Gleichung 1.2.5 mit noch
unbekannten Koeffizienten An

i die im Lemma gegebenen Vorfaktoren ergibt, wenn
man fordert, dass mit

gi1i2TTF
i1i2...in

!= 0

die Spur des spurfreien Teils von T verschwindet. Nach Fodor [FHP89] führt dies
mit Ãn

i := An
i/2 auf die Bedingung

Ãn
k+1 = − (n− 2k)(n− 2k − 1)

2(k + 1)(2n− 2k − 1)
Ãn

k ,

was bei Ãn
0 = 1 und ausgeführter Rekursion die An

i aus Gleichung 1.2.6 ergibt1. ¤

1Die durch Fodor [FHP89] angegebene Form der Ã ist identisch, wenn man beachtet, dass k!! =
2kk! gilt.
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Jetzt gelingt es auch, den Zusammenhang zu den M̂ formal herzustellen.

Mi1...in
= n! · an

0 · M̂TF
i1...in

= n! · an
0 ·
∫

[xi1 . . . xin
]TF

µ(~r)dV.

Dies kann mit Hilfe der Definition der Momente nach Gleichung 1.1.2 und anschau-
lich am Beispiel 1.2.2 nachvollzogen werden.

1.3. Kompaktifizierung des flachen Raumes

Außer in linearisierter Näherung ist eine sinnvolle Verknüpfung von geeigneten
Potentialen und Quellen in Form einer vierdimensionalen D’Alembert-Poissonglei-
chung oder einer anderen linearen partiellen Differentialgleichung in der allgemeinen
Relativitätstheorie nicht bekannt. Multipolmomente werden nicht mehr die Quellen,
sondern die ganze Raumzeit charakterisieren. Als Motivation für die Definition soll
in Newton’scher Theorie eine alternative Möglichkeit gesucht werden, die Momente
zu berechnen.

Es sei U außerhalb des Trägers von µ gegeben durch

U(~r) =
M

r
+
Mix

i

r3
+

1
2!
Mijx

ixj

r5
+ . . . .

Im Vergleich zu Gleichung 1.1.2 ist der Faktor −G verschwunden und die Einstein-
sche Summenkonvention wurde benutzt. Diese Darstellung ist gleichbedeutend mit
der Forderung nach Analytizität von U bis auf den Punkt r = 0. Die Einführung
der Koordinaten x̃i := r−2xi führt auf

U(x̃a) = r̃

(
M +Mix̃

i +
1
2!
Mij x̃

ix̃j + . . .

)
.

Eine Reskalierung der Form

Ũ := r · U
= r̃−1 · U

ergibt

Ũ(x̃a) = M +Mix̃
i +

1
2!
Mij x̃

ix̃j + . . . .

Jetzt gilt

M = Ũ(x̃a)
∣∣∣
r̃=0

,

Mi =
∂

∂x̃i
Ũ(x̃a)

∣∣∣
r̃=0

,

Mij =
∂

∂x̃i

∂

∂x̃j
Ũ(x̃a)

∣∣∣
r̃=0

.

Dies kann auch als Rekursion aufgefasst werden. Definiert man

P := Ũ ,

Pa1...an :=
[

∂

∂x̃a1
Pa2...an

]
STF

,(1.3.1)
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sind die M gegeben als

Mi...j = Pi...j |r̃=0 .(1.3.2)

STF für “symmetric and tracefree” bedeutet dabei spurfrei und symmetrisch, was
hier jedoch keine zusätztliche Bedeutung hat, da die so eingeführten Momente diese
Eigenschaft besitzen.

Durch die Einführung der x̃-Koordinaten wurde eine Spiegelung am Einheits-
kreis erreicht. Dies gibt die Möglichkeit, r = ∞ in r̃ = 0 als normalen Punkt
behandeln zu können. Die Reskalierung des Potentials U führte dazu, dass die Mo-
mente als Ableitungen des neuen Potentials Ũ in “Unendlich” berechnet werden
konnten, was mit Hilfe der P als Rekursion ausgedrückt wurde.



KAPITEL 2

Mathematische Begriffe

2.1. Reduktion der Raumzeit bei Stationarität

Bevor eine Verallgemeinerung des Multipolbegriffs gegeben werden kann, ist
es notwendig, einige mathematische Begriffe im Falle von stationären Raumzeiten
zu betrachten. Es ist zu erwarten, dass sich in Anwesenheit einer Symmetrie der
physikalisch zu betrachtende Raum verkleinert. Im Folgenden soll die Konstruktion
der sich ergebenden Mannigfaltigkeit S dargestellt werden. Die induzierte Metrik
wird hergeleitet und gefragt, welche mathematischen Eigenschaften physikalische
Felder unter diesen Voraussetzungen haben. Darüber hinaus soll anhand der sich
ergebenden kovarianten Ableitung auf S begründet werden, warum die Rechnungen
auf der ursprünglichen Mannigfaltigkeit M durchgeführt werden können.

2.1.1. Die Mannigfaltigkeit S. Die Reduktion des Raumes wird mathema-
tisch für den stationären Fall formuliert. Die Art und Weise der Definition könnte
ohne weiteres auch auf andere Fälle übertragen werden. Dazu kann man etwa die
Voraussetzungen an die Metrik und das Killingfeld an die entsprechende Situation
anpassen.

Definition 2.1.1. Sei M eine pseudo-Riemann’sche Mannigfaltigkeit, g die
zugehörige Metrik mit Signatur (−,+,+,+). Sei ξ ein zeitartiges Killingvektorfeld
auf M , Lξg = 0 und g(ξ, ξ) < 0. Sei ψt(x) der zu ξ gehörige Fluss, also dessen
einparametrige lokale Gruppe: ∂tψt(x) |t=0= ξ(x) ∀x ∈M und ψ0(x) = x.

Dann sei S die Mannigfaltigkeit aller Trajektorien von ξ auf M , d.h.

S := M/ψt = {x, y ∈M : x ∼ y ­ ∃τ ∈ R : y = ψτ (x)}.

Formal ist es noch nötig, anzumerken, dass der lokale Fluss ψt(x) für t nur in
einer ε-Umgebung erklärt ist. Für τ ≤ ε macht die Definition also keine Probleme.
Andernfalls soll ψτ folgendermaßen zu verstehen sein: mit κ < ε und einem n ∈ N
sei τ = n · ε + κ, so dass ψτ (x) := (ψκ ◦ (ψε)

n) (x). Für n = 1 ergibt sich so etwa
ψτ (x) = ψκ ◦ ψε(x) = ψκ(y) = z und damit x ∼ z. Um die Gruppeneigenschaft der
ψt ausnutzen zu können, ist es somit wichtig, dass sie auf ganz M definiert sind.

Durch die Definition ist gegeben, dass S eine geringere Dimension als M auf-
weist, dimS = dimM − dimψt = dimM − 1.

2.1.2. Zerlegung des Raums. Die Konstruktion von S als Quotientenraum
entspricht einer Faserung von M . Man kann sich jetzt fragen, welche Tensorfelder
T auf M und S gleichwertig sind. Eine sehr anschauliche Bedingung ist, dass sich

16
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T entlang des Flusses von ξ nicht ändern darf oder formal nach Konstruktion ∀x ∼
y : T (x) = T (y). Dies ist gleichbedeutend zu ψ?

t T (x) = T (x) ∀x ∈ M, t ∈ R. Das
heisst ∂tψ

?
t T (x)|t=0 = 0 bzw.

LξT (x) = 0(2.1.1)

nach Definition der Lie-Ableitung. Insbesondere muss dies nach Konstruktion auch
für die lokalen Koordinaten ϕk auf S gelten:

0 = Lξϕ
k

= ξi ∂ϕ
k

∂xi
.

Dies führt, wie erwartet, dazu, dass das Killingfeld selber im Kern der Abbildung
liegt:

ϕ?ξ = ξi ∂ϕ
k

∂xi

∂

∂ϕk

= 0.(2.1.2)

Das bedeutet anschaulich, dass das Tangentialbündel TM zerlegt wird in

TM‖ := {X ∈ TM : X = v · ξ}
für eine beliebige reelle Funktion v(x) und

TM⊥ := TM/TM‖.

Also lässt sich ein Vektorfeld X wie folgt darstellen:

X = X⊥ +X‖

= X⊥ +
g(X, ξ)
g(ξ, ξ)

ξ.

Damit ist

X⊥ = X − g(X, ξ)
g(ξ, ξ)

ξ.(2.1.3)

Offensichtlich gilt, dass X = X⊥, wenn g(X, ξ) = 0. So kann man die Projektion
P : TM → TM⊥ mit P (X) := X⊥ konstruieren. In Koordinaten auf M lautet
diese dann

P b
a := δb

a −
1

ξmξm
ξaξ

b.(2.1.4)

Analog definiert man die Projektion von Tensorobjekten T durch

P (T ) := P a
a′ . . . P

b′

b T
a′...

...b′∂a ⊗ · · · ⊗ dxb.(2.1.5)

Damit ist eine Zerlegung der Objekte im Tangential- und Kotangentialbündel
nach “senkrecht” und “parallel” zu ξ erfolgt.

2.1.3. Konstruktion der Metrik. Auf S gibt es eine durch die Definition
ausgezeichnete induzierte Metrik H. Mit Hilfe der Zerlegung in TM⊥ und TM‖

kann man berechnen, wie die zurückgezogene Metrik von H auf M aussehen muss.
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Man fordert, analog zur Konstruktion der induzierten Metrik bei einer Unterman-
nigfaltigkeit, dass ∀X,Y ∈ TM
H (X,Y ) != g (X⊥, Y⊥)

= g
(
X −X‖, Y − Y‖

)
= g (X,Y )− g

(
X,Y‖

)− g
(
X‖, Y

)
+ g

(
X‖, Y‖

)
= g (X,Y )− g(Y, ξ)

g(ξ, ξ)
g(X, ξ)− g(X, ξ)

g(ξ, ξ)
g(Y, ξ) +

g(X, ξ)
g(ξ, ξ)

g(Y, ξ)
g(ξ, ξ)

g(ξ, ξ)

= g (X,Y )− 1
g(ξ, ξ)

g(X, ξ)g(Y, ξ).

Oder in Koordinaten auf M

Hab = gab − 1
ξmξm

ξaξb.(2.1.6)

Jetzt steht die von S auf M zurückgezogene Metrik H zur Verfügung. Es wurde in
Unterabschnitt 2.1.2 gezeigt, dass X = X⊥, wenn g(X, ξ) = 0 gilt. Auf TM⊥ ist H
identisch mit g, da g(X, ξ)g(Y, ξ) = 0 für X,Y ∈ TM⊥, also H(X,Y ) = g(X,Y )
gilt.

2.1.4. Physikalisch äquivalente Felder. Welche Tensorfelder T sind aufM
und S gleichwertig? Was für Bedingungen ergeben sich daraus? In Unterabschnitt
2.1.2 wurde vorausgesetzt, dass die Lie-Ableitung in Richtung des zeitartigen Kil-
lingfeldes ξ verschwindet. Eine weitere anschauliche Forderung ist, dass die entspre-
chenden Tensorfelder nur auf den zu ξ senkrechten Teil wirken:

Sei o.B.d.A. T ∈ TM ⊗ . . .⊗ TM , X ∈ TM beliebig und es gelte

T (. . . , g(X, ), . . . ) != T (. . . , Pg(X, ), . . . ).(2.1.7)

Die drei Punkte deuten hier an, dass es sich um eine beliebige Stelle handelt und
es ist g(X, ) := gabX

adxb. Daraus ergibt sich mit Gleichung 2.1.5

Pg(X, ) =
(
δb
a −

1
ξmξm

ξaξ
b

)
gblX

ldxa

=
(
gal − 1

ξmξm
ξaξl

)
X ldxa

= H(X, ).

Damit bildet H ab von TM nach T ?M⊥. Es gilt nun unter Voraussetzung von
Gleichung 2.1.7

T ...a...gabX
b = T ...a...gabX

b − 1
ξmξm

T ...a...ξaξbX
b.

Da X beliebig ist, muss

T ...a...ξa = 0

sein. Ein analoges Argument gilt für T ∈ T ?M⊗. . .⊗T ?M und gemischte Tensoren,
also 0 = T ...b...

...a... ξa und 0 = T ...b...
...a... ξb.
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Demzufolge sind alle physikalisch relevanten Tensorfelder T , die nur auf TM⊥

bzw. T ?M⊥ wirken und invariant sind gegenüber dem Fluss des Killingfeldes ξ,
gekennzeichnet durch die Gleichungen

LξT = 0,

T (. . . , g(ξ, ), . . . ) = 0,(2.1.8)

T (. . . , ξ, . . . ) = 0.

Das sind demzufolge die Bedingungen, die Tensorfelder erfüllen müssen, wenn sie
auf M und S gleichwertig sein sollen. Diese Tensoren sollen in einer Definition
zusammengefasst werden:

Definition 2.1.2. Alle Tensorfelder auf M , welche die Gleichungen 2.1.8 er-
füllen, bilden den Raum CS⊥(M).

CS ist dabei die gängige Bezeichnung für Schnitte, englisch “cross-section”.

2.1.5. Zur Kovarianten Ableitung auf S. Zwar ist die kovariante Ablei-
tung mit Hilfe der Metrik schon bekannt, es lohnt sich aber zu untersuchen, wie
die Ableitung ∇ auf M und ∇S auf S, zusammenhängen. Wenn sich, wie erwar-
tet, herausstellt, dass es eine Ableitung D auf M gibt, die ∇S entspricht mit allen
notwendigen Eigenschaften, dann stehen mit den Tensoren aus CS⊥(M) alle Hilfs-
mittel zur Verfügung, um die Rechnungen auf M durchführen zu können.

Definition 2.1.3. Sei T ∈ CS⊥(M), X ∈ TM⊥und P die in Unterabschnitt
2.1.2 angegebene Projektion. Dann ist auf CS⊥(M) die kovariante Ableitung D

definiert durch

DXT := P (∇XT ).

Lemma 2.1.4. Sei ϕ die Abbildung von M → S. Dann ist die kovariante Ab-
leitung ∇S auf S gegeben durch:

ϕ?
(
∇S

(ϕ?X) (ϕ?T )
)

:= DXT.

Beweis. Die üblichen Anforderungen, wie Linearität, Leibniz-Regel und Me-
trikkompatibilität werden durch ∇ aufM sichergestellt. Wichtig ist, zu zeigen, dass
die Definition von D nicht aus CS⊥(M) heraus führt. Schnell zu sehen ist, dass
g(ξ,DXT ) = 0. Dies wird durch die Projektion sicher gestellt. Nicht so klar ist, ob
das neue Objekt bezüglich des Flusses von ξ invariant ist, also ob gilt LξDXT = 0.

Sei T ∈ TM⊥. Da Lξ(PT ) = P (LξT ) = 0 nach Konstruktion der Projektion,
reicht es also zu zeigen, dass P (Lξ∇XT ) = 0 gilt. Es ist

Lξ∇XT = Lξ

(
X l∂lT + Γ(X,T )

)
= 0.

Denn Γ ist eine Funktion von g, deren Lie-Ableitung nach dem Killingvektor ξ nach
Voraussetzung verschwindet und Gleiches gilt für X,T ∈ TM⊥.
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Analog gilt die Behauptung für alle T ∈ CS⊥(M), nicht nur Vektorfelder, da
weitere Terme in Γ hinzukommen, deren Lie-Ableitung ebenso verschwindet. ¤

Damit ist D tatsächlich die gesuchte Ableitung aufM , die ∇S auf S entspricht.
Für die mathematisch saubere Begriffsbildung war es nötig, die Mannigfaltig-

keit S einzuführen. Jedoch konnte gezeigt werden, dass mit Hilfe der Metrik aus
Unterabschnitt 2.1.3 alle Rechnungen aufM durchgeführt werden können, wenn die
physikalisch relevanten Felder die Gleichungen 2.1.8 erfüllen. Das bedeutet insbe-
sondere, dass die Abbildung ϕ : M → S für praktische Rechnungen nicht benötigt
wird.

2.2. Asymptotisch flache Raumzeiten

In der ART ergeben sich, wie in jeder anderen physikalischen Theorie auch,
interessante Einsichten, wenn man die Eigenschaften isolierter Systeme betrachtet.
Wenngleich kein physikalisches System vom Rest der Welt isoliert sein kann, ist es
durchaus wünschenswert, z.B. einen Neutronenstern zu untersuchen und dabei den
Einfluss von Materie zu vernachlässigen, die sich weit entfernt vom System befindet.
Das heißt, der Stern soll eingebettet sein in eine Raumzeit, die flach wird in großer
Entfernung. Asymptotisch flache Raumzeiten stellen somit ideal isolierte Körper in
der Relativitätstheorie dar und sollen angelehnt an die Ausführungen durch Wald
[Wal84] eingeführt werden.

In Newton’scher Gravitationstheorie ist man ebenso an dem Studium isolier-
ter Massenverteilungen interessiert. In diesem Fall können sofort unter gewissen
Abfallbedingungen an die Massendichte Aussagen gewonnen werden über das Gra-
vitationsfeld bei großen Entfernung und es steht eine Multipolentwicklung nach
Abschnitt 1.1 zur Verfügung.

Es drängt sich die Frage nach einer Definition von asymptotischer Flachheit
in der allgemeinen Relativitätstheorie auf. Das Problem ist die aktive Rolle der
Raumzeit. Es gibt keine flache Hintergrundmetrik η mehr, mit deren Hilfe man
Abfallbedingungen an das Gravitationsfeld formulieren könnte. Es gibt ausserdem
kein ausgezeichnetes Inertialsystem mit bevorzugter radialer Koordinate. Zwar ist
es oft ausreichend, eine koordinatenabhängige Definition der Form g = η + f mit
f ∈ O(r−1) zu geben, sie kann jedoch sehr unpraktisch sein, da die Aussagen jeweils
auf Koordinateninvarianz geprüft werden müssen und Probleme für den Limes r →
∞ auftreten können, insbesondere bei der Vertauschbarkeit des Grenzprozesses mit
Ableitungen.

Bildet man die flache Minkowski-Raumzeit durch eine konforme Transforma-
tion η → η̃ = Ω2η auf eine unphysikalische Raumzeit η̃ mit konformem Faktor
Ω ab, so findet man, dass diese bei einer bestimmten Wahl von Ω einer berande-
ten Region des “statischen Einstein Universums” entspricht. Die Möglichkeit dieser
Abbildung hängt dabei stark von der Struktur der Minkowski-Raumzeit ab. Dies
ist die Motivation, eine Raumzeit als asymptotisch flach zu betrachten, wenn eine
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solche konforme Transformation möglich ist und die neue, unphysikalische Raum-
zeit Eigenschaften hat, die ähnlich der Minkowski-Raumzeit sind, würde man die
selbe Tranformation an ihr durchführen. Eine solche Herangehensweise ist koordi-
natenunabhängig und vereinfacht die Behandlung von “r = ∞”, da dies durch die
konforme Abbildung ein Punkt der neuen, unphysikalischen Raumzeit wird.

Die ursprüngliche Definition asymptotisch flacher Raumzeiten durch Penrose in
[Pen64] ist für die Betrachtungen zu Multipolmomenten zu restriktiv, da sie geo-
dätische Vollständigkeit fordert und somit interessante Fälle wie die Kerr-Lösung
ausschließt. Deshalb soll hier die Definition nach Geroch [Ger70] verwendet wer-
den. Diese gilt für stationäre Raumzeiten, die wie in Abschnitt 2.1 auf die dort
beschriebene dreidimensionale Mannigfaltigkeit S reduziert wurden:

Definition 2.2.1. Ein dreidimensionaler Riemann’scher Raum S mit Metrik h
heißt asymptotisch flach, wenn ein Riemann’scher Raum S̃ mit Metrik h̃ existiert,
so dass

(1) S̃ = S ∪ Λ und Λ ist ein Punkt,
(2) h̃ = Ω2h ist eine glatte Metrik auf S̃,
(3) in Λ ist Ω = 0, ∇S̃

a Ω = 0 und ∇h̃
a∇h̃

b Ω = 2 · h̃ab, wobei ∇h̃ die kovariante
Ableitung zu h̃ ist1.

Man nennt S̃ den zu S konform kompaktifizierten Raum. Als Beispiel kann bereits
die Kompaktifizierung des flachen Raums nach Abschnitt 1.3 angeführt werden.

Leider gibt es keinen Beweis dafür, dass die Existenz dieser Art der konfor-
men Erweiterung von S in irgendeiner Weise einem asymptotischen Verhalten bei
stationären Raumzeiten, wie dies etwa in Bondi-Koordinaten nachgerechnet wer-
den kann, äquivalent ist. Man kann nur vermuten, dass aus dem Zutreffen auf alle
bekannten Fälle eine allgemeine Beziehung besteht.

Der konforme Faktor wird durch die Definition nicht eindeutig bestimmt, jede
positive glatte Funktion ω mit ω|Λ = 1 führt auf einen anderen konformen Fak-
tor Ω′ = ωΩ, der alle Bedingungen der Definition erfüllt. Diese Freiheit wird bei
der Definition der relativistischen Momente festgehalten durch die Forderung nach
Verschwinden des Massendipolmomentes. Weiterhin ist die Mannigfaltigkeit S̃ nach
Geroch [Ger70] bis auf Diffeomorphismen eindeutig.

Es stehen jetzt alle mathematischen Hilfsmittel bereit, die Multipolmomente
nach Geroch und Hansen für stationäre Raumzeiten zu definieren.

1Es reicht nach Geroch [Ger70] hier auch die Proportionalität zu h̃.



KAPITEL 3

Geroch-Hansen-Momente stationärer Raumzeiten

Eine quellenmäßige Darstellung wie in der klassischen Theorie in Form von
Gleichung 1.1.1, die Quellen und Felder in Form einer Laplace- oder D’Alembert-
Gleichung verknüpft, ist nicht bekannt. Einzig in linearisierter Näherung steht eine
solche Verknüpfung in einer bestimmten Eichung mit kanonisch gewählten Poten-
tialen zur Verfügung, vgl. [Ste04].

In Abschnitt 1.3 wurde eine alternative Methode dargestellt, die klassischen Mo-
mente zu berechnen. Diese kann als Motivation gelten, eine ähnliche Konstruktion
in der ART zu verwenden. Geroch [Ger71] konnte 1970 so als Erster eine koor-
dinatenfreie Definition von Massenmomenten für statische Raumzeiten entwickeln.
Diese wurde 1974 von Hansen [Han73] auf stationäre Raumzeiten verallgemeinert,
was einherging mit der Einführung von Strommomenten, die den stationären Anteil
repräsentieren.

Dieses Kapitel soll den Multipolbegriff nach Geroch und Hansen erklären. Be-
vor jedoch die Momente definiert werden können, ist es notwendig, die Wahl der
Potentiale zu begründen. Anschließend wird auf den Zusammenhang zu den Mo-
menten nach Simon und Beig [SB83] bzw. zu den stationären Momenten nach
Thorne [Tho80] eingegangen, gefolgt von wichtigen Aussagen der Momente.

3.1. Einführung der Potentiale

In Newton’scher Theorie ist die Beschreibung des Feldes vollständig gegeben
durch die Angabe des Gravitationspotentials U . Welches Potential wird im Grenzfall
U entsprechen und für eine allgemeine Multipoldefinition geeignet sein? Gibt es eine
Vielzahl von möglichen Potentialen?

In linearisierter Theorie werden mehrere Potentiale eingeführt und über eine
quellenmäßige Darstellung mit dem Energie-Impuls-Tensor verknüpft. Eine solche
Situation wird im allgemeinen stationären Fall nicht zu erwarten sein. Da in der
ART neben der Masse auch die Ströme eine Rolle spielen, sind zwei verschiede-
ne Sätze von Multipolen und somit zwei unterschiedliche Potentialdefinitionen zu
erwarten.

Die Definition der Potentiale nach Geroch-Hansen lautet:

Definition 3.1.1. Sei ξ ein zeitartiger Killingvektor. Sei e2U definiert durch

e2U := −g(ξ, ξ)
22
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und die Drehung ωadx
a gegeben durch

ωa = εabcdξ
b∇cξd

bzw. ?ω = ξ ∧ ∇ξ. Im Vakuumfall ist die Form geschlossen und das Drehpotential
b kann eingeführt werden:

∇ab := ωa.(3.1.1)

Dann sind die Massen- und Strompotentiale ΦM und ΦJ gegeben durch

ΦM :=
e4U + b2 − 1

4e2U
,

ΦJ :=
b

2e2U
.

Die Drehung ωa gibt an, wie stark der zeitartige Killingvektor dreht, beschreibt
also in gewisser Weise eine Krümmung der zeitartigen Hyperfläche, die er definiert.
Die Interpretation von e2U ist am einfachsten in einem Koordinatensystem, in dem
ξ = ∂t ist. Dann ist offensichtlich e2U = −gtt. Im Newton’schen Grenzfall hat die
Metrik dann in geeigneten Koordinaten die Gestalt gNewton ≈ −e2U(~r)dt2 + dx2 +
dy2 + dz2 und die Potentiale sind gegeben durch

ΦM =
e4U − 1
4e2U

=
4U + 8U2 + . . .

4 (1 + 2U + . . . )
' U,

ΦJ ≡ 0.

Eine andere Wahl des Massenpotentials, z.B.

ΦM,neu =
1
a

(
an
(
ΦM)n +

∞∑
i=1

bi
(
ΦJ)in) 1

n

mit beliebigen reellen Zahlen a und bi, hätte den selben Newton’schen Grenzwert.
Jedoch stellt Geroch in [Ger71] dar, dass mit der gegebenen Definition beide

Potentiale in folgender Weise äquivalent sind. Führt man die neue, mit e2U reska-
lierte Metrik h auf S ein durch

hab := e2UHab

= e2Ugab + ξaξb,(3.1.2)

so lassen sich die Feldgleichungen darstellen in den Potentialen ΦM und ΦJ. Wenn
D die zu h gehörige kovariante Ableitung ist, dann gelten die zu den Einsteinglei-
chungen im Vakuum äquivalenten Formulierungen(

DaDa − R

8

)
ΦM =

15
8
κ4ΦM,(

DaDa − R

8

)
ΦJ =

15
8
κ4ΦJ(3.1.3)
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mit der zugehörigen skalaren Krümmung R und

κ4 :=
1

2e4U

[(
Dae2U

) (
Dae

2U
)

+ (Dab) (Dab)
]

sowie dem Ricci-Tensor

Rab = 2
[(
DaΦM) (DbΦM)+

(
DaΦJ) (DbΦJ)]

−1
2

[
Da

√
1 + 4(ΦM)2 + 4(ΦJ)2

] [
Db

√
1 + 4(ΦM)2 + 4(ΦJ)2

]
.

Die Potentiale haben nach den Gleichungen 3.1.3 eine erstaunliche Symmetrie: die
Feldgleichungen beider Potentiale sind identisch. Geroch konnte deshalb zeigen,
dass bestimmte Transformationen zwischen ihnen zu neuen Lösungen der Einstein-
gleichungen führen. Leider ist in dieser Klasse von Lösungen bestenfalls eine für
nicht-leere Raumzeiten asymptotisch flach und somit hier von Interesse.

Das gewünschte Newtonsche Grenzverhalten von ΦM und die Symmetrie zwi-
schen beiden Potentialen können somit als Motivation für ihre Definition gelten.

3.2. Definition der Momente

Jetzt sind alle Voraussetzungen gegeben, um die Begriffsdefinition der Multi-
pole nach Geroch-Hansen darzulegen. Zum Einen die Mannigfaltigkeit S mit neuer
Metrik hab = e2Ugab + ξaξb, die Potentiale ΦM und ΦJ sowie zum Anderen die
Möglichkeit der konformen Kompaktifizierung im Falle von asymptotisch flachen
Raumzeiten nach Definition 2.2.1 mit konformem Faktor Ω, Metrik h̃ = Ω2h und
“konform Unendlich” Λ=̂{r = ∞}.

Die Potentiale können durch Vorgabe der Raumzeit mit Hilfe ihrer Definition
3.1.1 als bekannt angesehen werden. Dies ist eine vergleichbare Situation wie in
Abschnitt 1.3 und die folgende Definition der Multipolmomente wird eine natürliche
Verallgemeinerung darstellen.

Definition 3.2.1. Seien die konformen Potentiale Φ̃M/J gegeben durch

Φ̃M/J :=
ΦM/J
√

Ω

und folgende Tensoren rekursiv erklärt

PM/J := Φ̃M/J,

PM/J
a1...an

:=
[
D̃a1P

M/J
a2...an

− (n− 1) (2n− 3)
2

R̃a1a2P
M/J
a3...an

]
STF

,

wobei STF für den spurfreien und symmetrischen Teil steht und die R̃ij der Ricci-
Tensor zu h̃ sein soll. Dann sind die Multipolmomente in der ART nach Geroch
und Hansen für stationäre Raumzeiten definiert als

Q
M/J
a...b := P

M/J
a...b

∣∣∣
Λ
.(3.2.1)

Die Tensoren P
M/J
a...b sind bezeichnet als Multipoltensoren, die QM

a...b ≡ Ma...b

sollen Massen- und die QJ
a...b ≡ Ja...b Strommomente genannt werden.
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Die so definierten Momente sind noch nicht eindeutig, jedoch kann der kon-
forme Faktor Ω fixiert werden, indem das Verschwinden des Massendipolmomentes
gefordert wird. Dies ist gleichzeitig eine Verallgemeinerung des Begriffs eines Mas-
senzentrums.

Warum funktioniert die direkte Verallgemeinerung von Gleichung 1.3.2 mit

PM/J := Φ̃M/J,

PM/J
a1...an

:=
[
D̃a1P

M/J
a2...an

]
STF

ohne den zusätzlichen Term mit Ricci-Tensor nicht? Geroch stellte fest, dass die so
definierten Tensoren unter einer anderen zulässigen Kompaktifizierung mit konfor-
mem Faktor

Ω → ω · Ω
falsch transformieren. Da der Ricci-Tensor von S jedoch auch in Abhängigkeit von
ω transformiert, kann dies durch den Zusatzterm kompensiert werden. Dies deutet
auch ein Problem bei praktischen Rechnungen in konformen Geometrien an: Im
Allgemeinen bleiben Differentialgleichungen unter solchen Abbildungen natürlich
nicht invariant und eine entsprechende äquivalente Formulierung in dieser Darstel-
lung muss erst noch gesucht werden.

3.3. Äquivalenz zu anderen Definitionen

Nachdem Geroch [Ger70] 1970 seine Definition für statische asymptotisch fla-
che Raumzeiten gegeben hat und 1974 Hansen [Han73] diese auf Stationarität
verallgemeinerte, gab Thorne [Tho80] 1980 seine Definition ebenfalls für den von
Hansen beschriebenen Fall, jedoch in speziellen Koordinaten. Drei Jahre später
erfolgte eine Variante von Simon und Beig [SB83].

Im selben Jahr konnte jedoch bereits Gürsel [Gür83] zeigen, dass alle Defi-
nitionen äquivalent sind. Je nach Aufgabenstellung kann so eine der Definitionen
herangezogen werden. Der Zusammenhang zu den Momenten nach Fodor et al.
[FHP89] wird in Teil 2 untersucht.

Gürsel stellte fest, dass die Massen- und Strommomente von Simon und Beig
mit denen von Geroch und Hansen identisch sind. Der Unterschied zu den Momen-
ten nach Thorne ergibt sich zu

MThorne
a1...an

=
1

(2n− 1)!!
MGeroch-Hansen

a1...an
,

JThorne
a1...an

=
n+ 1

2n(2n− 1)!!
JGeroch-Hansen

a1...an
.

Die Momente nach Simon und Beig unterscheiden sich durch ihre Definition der
Potentiale nicht von denen nach Geroch und Hansen, es handelt sich in gewisser
Weise um einen ähnlichen Ansatz. Es lohnt sich jedoch, die Definition nach Thorne
einmal explizit aufzuschreiben, da sie dem intuitiven Verständnis der Entwicklung
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der Metrik in r−1-Potenzen entspricht. Die Ausführungen sind stark angelehnt an
das Kapitel “Multipolmomente” der Dissertation von Joachim Heimberger [Hei92].

In massenzentrierten Koordinaten mit verschwindendem Dipolmoment und in
der stationären de Donder-Eichung, die durch(√−ggab

)
,b = 0 b räumlicher Index

charakterisiert wird, sind die stationären Momente nach Thorne gegeben durch

gtt = −1 +
2M
r
− 2M2

r2

+
∞∑

l=2

1
rl+1

[
2(2l − 1)!!

l!
MThorne

a1...al

xa1 . . . xal

rl
+ Sl−1

]
,

gtj =
∞∑

l=1

1
rl+1

[
−4l(2l − 1)!!

(l + 1)!
εjkal

JThorne
ka1...al−1

xa1 . . . xal

rl
+ Sl−1

]
,

gij = δij

(
1 +

2M
r

)
+
M2

r2

(
δij +

xixj

r2

)
+

∞∑
l=2

1
rl+1

[
2(2l − 1)!!

l!
MThorne

a1...al

xa1 . . . xal

rl
δij + Sl−1

]
,

wobei r2 = x2 + y2 + z2 die Bedeutung des Radius in kartesischen Koordinaten
besitzt und die Indizes i und j rein räumliche Indizes sind. Sl−1 ist ein Symbol
für Funktionen beider Winkel, die sich aus den Kugelflächenfunktionen Ylm der
Ordnungen kleiner als l zusammensetzen.

Aus den Erfahrungen bei der Berechnung der Multipolmomente muss an der
Stelle gewarnt werden vor einem ungenauen Umgang mit den Voraussetzungen an
die Koordinaten. Masse und Drehimpuls sind bei der Betrachtung als Koeffizienten
in einer 1/r-Entwicklung unter vielen Koordinatentransformationen invariant. Dies
gilt jedoch nicht für die höheren Momente!

3.4. Einige Aussagen der Momente

Der Artikel von Gürsel [Gür83] gibt neben dem Äquivalenzbeweis der Momente
eine Übersicht von einigen Aussagen, die mit Hilfe der verschiedenen Definitionen
getroffen werden können. Diese sollen hier mit Verweis auf den Beweis aufgeführt
werden.

(1) Stationäre Raumzeiten sind dann und nur dann statisch, wenn ihre Strom-
momente verschwinden.
In allen Formulierungen ist es leicht zu zeigen, dass bei Verschwinden der
Strommomente die Raumzeit statisch sein muss. Die Umkehrung ist kom-
plizierter, konnte jedoch durch Xanthopoulos [Xan79] gezeigt werden.
Im Falle eines sphärisch symmetrischen Problems ist die Lösung durch
die Schwarzschild-Raumzeit [Sch16] gegeben und nach dem Birkhoff-
Theorem [Bir23] eindeutig.
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(2) Eine statische Raumzeit ist dann und nur dann flach, wenn alle ihre Mas-
senmomente verschwinden.
Xanthopoulos war auch hier der Erste, der dies anhand der Geroch-Hansen-
Formulierung zeigen konnte. Mit Hilfe der koordinatenabhängigen Formu-
lierung von Thorne ist die Aussage sogar eine Trivialität.

(3) Eine stationäre Raumzeit ist dann und nur dann axialsymmetrisch, wenn
alle ihre Momente axialsymmetrisch sind.
Diese Aussage folgt sofort aus der Definition der Momente, da die Tensoren
P durch die Konstruktion der Potentiale diese Symmetrie besitzen müssen.

(4) Zwei Raumzeiten haben weit entfernt von der Quelle die selbe Struktur,
wenn ihre Multipolmomente konvergieren.
Diese vielleicht wichtigste Aussage im Rahmen der invarianten Beschrei-
bung von stationären Raumzeiten durch Multipolmomente wurde von
Simon und Beig [SB83] als auch durch Kundu [Kun81] mit Hilfe der
Geroch-Hansen-Momente bewiesen.

Während die ersten drei Aussagen beinahe selbstverständlich erscheinen, bedeutet
die letzte tatsächlich die Möglichkeit, stationäre Raumzeiten nach ihren Multipolen
zu charakterisieren. Jedoch wird jeder Satz von Momenten wahrscheinlich von ver-
schiedenenen Materiekonfigurationen hervorgerufen. Am einfachsten kann dies im
Falle der Schwarzschild-Raumzeit nachvollzogen werden, da jeder sphärisch symme-
trische Stern diese Außenlösung bedingt, unabhängig von seiner Zustandsgleichung.

3.5. Zu Erhaltungsrößen

Emmy Noether war es, die 1918 den Zusammenhang zwischen Erhaltungsgrö-
ßen und kontinuierlichen Symmetrien herstellen konnte [Noe18]. Ihre Leistungen
für die Wissenschaft unter den damaligen Umständen können nicht hoch genug
geschätzt werden.

Vom Standardmodell der Elementarteilchen werden Felder beschrieben, deren
Wirkung unter den Symmetriegruppen U(1), SU(2) und SU(3) invariant ist. Da-
raus ergibt sich ein ganzer Satz an erhaltenen Strömen und Ladungen im Noether-
schen Sinne.

Die Situation in der Relativitätstheorie ist grundsätzlich anders. Während die
Symmetriegruppen der Quantenfeldtheorie vor einem nicht veränderlichen Min-
kowski-Hintergrund wirken, ist in der Allgemeinen Relativitätstheorie gerade die
den Raum beschreibende Metrik das physikalische Feld, welches mit der Materie
wechselwirkt. Die entsprechenden Symmetriegruppen sind demzufolge Isometrien,
unter deren Wirkung sich die Metrik nicht verändert. Die zugehörigen Vektorfelder
sind die Killing-Felder, was ihre Bedeutung in Bezug auf Erhaltungsgrößen in der
ART begründet.
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Unter der Voraussetzung der Stationarität mit zugehörigem Killing-Feld ξ kann
so die Masse M invariant eingeführt werden:

M = 2
∫

Σ

(Tab − 1
2
Tn

ngab)naξbdV.

Dabei ist Σ eine raumartige Hyperfläche, n das normierte zu Σ senkrecht stehen-
de, in die Zukunft zeigende Vektorfeld. Das Volumenelement dV bezieht sich auf
das von der Raumzeit auf Σ induzierte Volumenelement. Die Herleitung und viele
weiterführende Kommentare sind dargestellt z.B. in [Wal84].

Analog gibt es unter der Annahme von Axialsymmetrie eine weitere Erhaltungs-
größe: den Drehimpuls J . Dieser kann mit dem zugehörigen Killingfeld η berechnet
werden als

J = −
∫

Σ

Tabn
aηbdV.

Jede stationäre, asymptotisch flache Raumzeit kann mit Hilfe der Multipolmo-
mente nach Geroch und Hansen in großer Entfernung von den Quellen charakteri-
siert werden. Man könnte jetzt meinen, da diese Größen sich nicht ändern, handelt
es sich um Erhaltungsgrößen. Dies ist jedoch nicht der Fall, wenn man Erhaltungs-
größen in Verbindung mit kontinuierlichen Symmetrien nach der Idee von Emmy
Noether definiert.

Die Äquivalenz von Masse und Drehimpuls mit den gleich bezeichneten Multi-
polmomenten ist nicht trivial zu zeigen. Eine Herleitung haben Hartle und Sharp
jedoch bereits 1967 in [HS67] gegeben, wenn man die Koordinatendarstellung der
Momente nach Thorne heranzieht.



Teil 2

Die Berechnung nach Fodor et al.



Bei der tatsächlichen Berechnung der Multipolmomente nach Geroch und Han-
sen ergeben sich viele technische Schwierigkeiten. So ist etwa die Bestimmung eines
konformen Faktors, der Definition 2.2.1 erfüllt, in allgemeinen stationären Raum-
zeiten oft nicht leicht zu realisieren. Auch eine computergestützte Implementierung
der Rekursion stellt sich als kompliziert und rechenintensiv heraus. Deshalb lohnt es
sich, die Situation in Raumzeiten mit weiteren Symmetrien genauer zu untersuchen.
Dies wurde im Falle der Axialsymmetrie durch Fodor et al. [FHP89] getan.

Dort lässt sich mit Hilfe des Ernst-Formalismus ein Algorithmus herleiten, der
die Anzahl der zu berechnenden Tensoren wesentlich verringert. Dieser Teil der
Arbeit wird die Rechnungen von Fodor ausführlich darstellen und an einigen Stellen
mit strengen Aussagen unterlegen. Die Resultate von Fodor konnten anhand einer
eigenen Programmierung des Verfahrens bestätigt sowie das elfte Moment bestimmt
werden.

Das erste Kapitel dieses Teils wird die Vorbereitungen zur eigentlichen Herlei-
tung des Alghorithmus darstellen. Zuerst wird die Kompaktifizierung des Raums
in angepassten Koordinaten besprochen. Danach erfolgt eine kurze Vorstellung der
Ernst-Gleichung. Im Anschluss wird das Potential φ eingeführt, mit dessen Hilfe
die Definition der Momente nach Fodor erfolgt. Außerdem wird auf die Äquivalenz
zu den Momenten nach Geroch und Hansen eingegangen. Die besondere Form von
regulären Tensoren auf der Achse im Falle der Axialsymmetrie wird danach auf
die Momente angewendet. Das Kapitel endet mit einer Herleitung der benötigten
konformen Ernst-Gleichung.

Das zweite Kapitel behandelt die Herleitung aller für eine Implementierung nö-
tigen Schritte und stellt die gefundenen Ergebnisse dar. Zuerst wird mit Hilfe eines
Potenzreihenansatzes das konforme Potential φ̃ durch die Entwicklungskoeffizien-
ten auf der Achse ausgedrückt. Bei der anschließenden Herleitung des Algorithmus
spielt die Axialsymmetrie die entscheidende Rolle bei der Reduktion der zu berech-
nenden Tensoren.



KAPITEL 4

Vorüberlegungen

4.1. Kompaktifizierung Axialsymmetrischer Raumzeiten

Eine stationäre axialsymmetrische Raumzeit kann immer in Weyl-Lewis-Papa-
petrou-Koordinaten durch die Metrik

g = e−2U
[
e2k
(
dρ2 + dζ2

)
+W 2dϕ2

]
−e2U (dt+ a · dϕ)2(4.1.1)

charakterisierter werden, wobei die Funktionen U , a, k und W nur von den Koor-
dinaten ρ und ζ abhängen, siehe etwa [MAK+08]. Das Grenzverhalten der Funk-
tionen in der Umgebung von Λ ist für die Kompaktifizierbarkeit von besonderem
Interesse. Für ρ2 + ζ2 →∞ soll unter der Voraussetzung einer kompakten Materie-
verteilung

e2U → 1,

a → 0,

k → 0,

W → ρ

gelten. Eine solche Raumzeit ist nach der Definition 2.2.1 asymptotisch flach:
Die Metrik hab = e2Ugab + ξaξb ist auf M gegeben als

h = e2k
(
dρ2 + dζ2

)
+W 2dϕ2.

Bei der getroffenen Wahl von ξ = ∂t hat h erwartungsgemäß keine Terme mehr in
dt. Es werden die neuen Koordinaten

ρ̃ =
ρ

ρ2 + ζ2
,

ζ̃ =
ζ

ρ2 + ζ2
,(4.1.2)

ϕ̃ = ϕ

eingeführt, welche als Spiegelung am Einheitskreis interpretiert werden können.
Dabei ist r̃2 = ρ̃2 + ζ̃2 = r−2. Damit ist die Metrik gegeben durch

h = r̃−4e2k
(
dρ̃2 + dζ̃2

)
+W 2dϕ̃2.

Für große ρ, also in einer Umgebung von Λ, ist W ≈ ρ. Damit erhält man

h ≈ r̃−4
[
e2k
(
dρ̃2 + dζ̃2

)
+ ρ̃2dϕ̃2

]
,

31
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was bei der Wahl W = ρ exakt ist. Diese Herangehensweise ist nicht unpraktisch,
denn jetzt kann ein geeigneter konformer Faktor sofort als

Ω = r̃2

gewählt werden und die Metrik h̃ = Ω2h ist gegeben durch

h̃ = e2k
(
dρ̃2 + dζ2

)
+ r̃4W 2dϕ̃2(4.1.3)

r̃→0−→ dρ̃2 + dζ̃2 + ρ̃2dϕ̃2.(4.1.4)

Die konforme Metrik h̃ entspricht demzufolge in Λ der konformen Metrik der
Minkowski-Raumzeit und es ist schnell zu überprüfen, dass der konforme Faktor Ω
alle Bedingungen nach Definition 2.2.1 erfüllt. Damit sind solche axialsymmetrisch
stationären Raumzeiten tatsächlich konform flach.

4.2. Die Ernst-Gleichung

Ausgehend von einem Variationsprinzip leitete Ernst 1968 in [Ern68] eine spe-
zielle Form der Vakuumfeldgleichungen axialsymmetrisch stationärer Raumzeiten
her. Es existieren auch andere Darstellungen, jedoch kann dieser Zugang als sehr
erfolgreich bezeichnet werden. Ernst selbst merkte in seiner Arbeit an:

“The reformulation of the axially symmetric gravitational field
problem in terms of the E equation facilitates an intensive investi-
gation of solutions corresponding to uniformly rotating sources.”

Er sollte Recht behalten. Das Feld der starr rotierenden Staubscheibe nach Neuge-
bauer und Meinel [NM93, NM95] konnte mit Hilfe dieser Formulierung bestimmt
werden.

Eine ausführliche Herleitung der Ernst-Gleichung kann z.B. in [MAK+08]
nachgeschlagen werden. Hier wird das Ergebnis kurz vorgestellt.

Im Vakuum gilt für das Potential W die Gleichung

W,ρρ +W,ζζ = 0,

weshalb die Wahl W = ρ immer realisiert werden kann. In diesem Fall sind die
Feldgleichungen äquivalent zu der Ernst-Gleichung

< (f) ∆f = (∇f)2(4.2.1)

mit dem komplexen Ernst-Potential

f(ρ, ζ) = e2U + ib.(4.2.2)

Der Laplace-Operator bezieht sich dabei auf den dreidimensionalen flachen Raum.
In Zylindergeometrie ist

∆ =
∂2

∂ρ2
+

1
ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ζ2
+

1
ρ2

∂2

∂ϕ2
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mit der in Axialsymmetrie immer verschwindenden ϕ-Ableitung. Analoges gilt für
∇. Das Potential b kann berechnet werden mit Hilfe von

a,ρ = ρe−4Ub,ζ ,

a,ζ = −ρe−4Ub,ρ

und der Forderung, dass f im Unendlichen gegen 1 geht.

4.3. Das Potential φ

Fodor, Hoenselaers und Perjés benutzten nicht die in Definition 3.1.1 gegebe-
nen Potentiale, sondern wählten einen Potentialansatz ausgehend von der Ernst-
Gleichung. Sie verwendeten das ebenfalls von Ernst in Gleichung 10 seiner hier
zitierten Arbeit definierte Potential

φ(ρ, ζ) :=
1− f(ρ, ζ)
1 + f(ρ, ζ)

.(4.3.1)

Ziel ist es jetzt, die Ernst-Gleichung in φ auszudrücken. Es gilt

f =
(1− φ)(1 + φ̄)
(1 + φ)(1 + φ̄)

=
1− 2i · =(φ)− φφ̄

1 + 2 · <(φ) + φφ̄

und damit in den einzelnen Termen

<(f) =
1− φφ̄

(1 + φ)(1 + φ̄)
,

∆f = − 2
(1 + φ)3

[
(1 + φ) ∆φ− 2 (∇φ)2

]
,

(∇f)2 =
4 (∇φ)2

(1 + φ)4
,

womit sich die Ernst-Gleichung schreiben läßt als

φφ̄− 1
1 + φ̄

[
(1 + φ) ∆φ− 2 (∇φ)2

]
= 2 (∇φ)2 .

Bei Beachtung von

φφ̄− 1
1 + φ̄

+ 1 = φ̄ · 1 + φ

1 + φ̄
,

Trennen und Kürzen von Termen folgt dann die Ernst-Gleichung in φ:

∆φ =
2φ̄

φφ̄− 1
(∇φ)2 .(4.3.2)

Auch diese Form wurde bereits durch Ernst angegeben.

4.4. Fodor’sche Momente

Mit Hilfe von φ werden neue Massen- und Strompotentiale und damit neue
Momente eingeführt. In diesem Abschnitt wird neben ihrer Definition dargestellt,
dass die Momente zu denen nach Geroch und Hansen äquivalent sind.
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Definition 4.4.1. Die Potentiale nach Fodor [FHP89] sind definiert als Real-
und Imaginärteil des Potentials φ, kurz

φ =: ΦM,Fod + iΦJ,Fod.

Analog zur Definition 3.2.1 nach Geroch und Hansen werden die zugehörigen Mul-
tipoltensoren nach Fodor definiert durch

PFod := φ̃ ≡ φ√
Ω
,

PFod
a1...an

:=
[
D̃a1P

Fod
a2...an

− (n− 1) (2n− 3)
2

R̃a1a2P
Fod
a3...an

]
STF

.

Demzufolge sind die Multipolmomente gegeben durch

QFod
a1...an

= PFod
a1...an

∣∣
Λ
,

MFod
a1...an

= <QFod
a1...an

und JFod
a1...an

= =QFod
a1...an

.

Wie hängen die so neu definierten Potentiale und Momente mit den ursprüngli-
chen nach Geroch und Hansen zusammen? Nach Trennung in Real- und Imaginärteil
des Potentials φ und bei Beachtung von f = e2U + ib wird klar, dass

ΦM/J =
ΦM/J,Fod

(ΦM,Fod)2 + (ΦJ,Fod)2 − 1

gilt. Nach Theorem 4 in [SB83] haben zwei Sätze von Potentialen, ΦM/J und ΞM/J

die selben Momente, wenn ΦM/J = ΦM/J(ΞM,ΞJ) und es gilt mit A oder B =
M oder J:

∂ΦA

∂ΞB

∣∣∣∣
ΞM=ΞJ=0

= δA
B ,

ΦA/B(ΞM,ΞJ) = −ΦA/B(−ΞM,−ΞJ).

Bezogen auf den Wechsel der Geroch-Hansen-Potentiale ΦA zu denen nach
Fodor, ΦA,Fod, ist

∂ΦA

∂ΦB,Fod

∣∣∣∣
ΦM,Fod=ΦJ,Fod=0

= −δA
B und

ΦM/J(ΦM,Fod,ΦJ,Fod) = −ΦM/J(−ΦM,Fod,−ΦJ,Fod).

Damit sind beide Definitionen äquivalent, bei den Massenmomenten gibt es aller-
dings einen Vorzeichenwechsel, während die Strommomente unverändert bleiben1:

MGeroch-Hansen
a1...an

= −MFod
a1...an

,(4.4.1)

JGeroch-Hansen
a1...an

= JFod
a1...an

.(4.4.2)

1Die Aussage erfolgt hier ohne Beweis. Als Beispiel kann die Kerr-Metrik in Abschnitt 6.1 heran-
gezogen werden.
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Das bedeutet: die in Definition 3.2.1 eingeführten Multipolmomente können mit
Hilfe des Potentials φ berechnet werden. Darüber hinaus können so alle Erfahrun-
gen im Ernst-Formalismus auf die Berechnung der Multipolmomente übertragen
werden.

4.5. Ausnutzung der Axialsymmetrie

In der Newtonschen Theorie sind die Momente in Axialsymmetrie durch die

Mn =
1
n!
Mζ . . . ζ︸ ︷︷ ︸

n

gegeben, wenn ζ die Symmetrieachse darstellt, siehe Gleichung 1.1.3 auf Seite 10.
Die Konstruktion ist im Relativistischen identisch, jedoch die Argumentation nach
Hansen [Han73] eine andere:

Im konformen Raum sollen die Tensoren P
M/J,Fod
a...b auf der Symmetrieachse

ζ̃ regulär sein. Da kein Winkel ausgezeichnet ist, müssen in ρ̃ = 0 alle anderen
Anteile als die Projektion auf die Symmetrieachse verschwinden. Das heißt für die
Tensorfelder PM/J

a...b aus Definition 3.2.1 mit Symmetrieachse ζ̃:

P
M/J
i...j dx

i ⊗ · · · ⊗ dxj
∣∣∣
Λ

= P
M/J
ζ̃...ζ̃

dζ̃ ⊗ · · · ⊗ dζ̃
∣∣∣
Λ

+ 0.

Deshalb sind die Momente n-ter Stufe bestimmt durch die Pζ̃...ζ̃ n-ter Stufe in Λ.
Die folgende Definition ist angelehnt an die durch Hansen in [Han73] gegebene.

Definition 4.5.1. Seien die Multipolmomente wie in 3.2.1 definiert. Der kon-
forme Faktor Ω sei so gewählt, dass der projezierte Teil des axialen Killingfeldes η
auch ein Killingfeld bezüglich h̃ ist, also Lη̃h̃ = 0. Weiterhin soll η̃ so gewählt sein,
dass das Vektorfeld der Symmetrieachse, ζ̃a := 1

2 ε̃
abcD̃bηc in Λ ein Einheitsvektor

ist. Dann werden die Multipolmomente komplett beschrieben durch die Wirkung
auf die Symmetrieachse und die skalaren Massen- und Strommomente n-ter Stufe
nach [FHP89] sind gegeben durch

MFod
n :=

1
n!
<PFod

a1...an
ζ̃a1 . . . ζ̃an |Λ,(4.5.1)

JFod
n :=

1
n!
=PFod

a1...an
ζ̃a1 . . . ζ̃an |Λ.(4.5.2)

Es sei weiterhin

QFod
n := MFod

n + iJFod
n .(4.5.3)

Da im axialsymmetrisch stationären Fall die Metrik nach Gleichung 4.1.1 ver-
wendet wird, kann die Symmetrieachse als ζ-Achse identifiziert werden.

4.6. Die konforme Ernst-Gleichung

Um einen Ansatz zur Berechnung der Momente mit Hilfe des Ernst-Formalismus
entwickeln zu können, ist es notwendig, die Ernst-Gleichung in φ̃ auf dem kompak-
tifizierten Raum zu kennen.
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Lemma 4.6.1. Nach der konformen Kompaktifizierung des asymptotisch flachen
Riemann’schen Raumes (S, h) nach Abschnitt 4.1 und der Wahl W = ρ sind die
Ernst-Gleichung in φ bezüglich (S, h)(

φφ̄− 1
)
∆φ = 2φ̄ (∇φ)2(4.6.1)

und die konforme Ernst-Gleichung in φ̃ auf (S̃, h̃)(
r̃2φ̃

¯̃
φ− 1

)
∆̃φ̃ = 2¯̃

φ
(
∇̃r̃φ̃

)2

(4.6.2)

äquivalent.

Beweis. Die zur flachen Metrik h konforme Metrik h̃ ist gegeben durch

h̃ = dρ̃2 + dζ̃2 + ρ̃2dφ̃2.(4.6.3)

Es soll nun die Koordinatendarstellung von h in den “Schlangenkoordinaten” ver-
wendet werden, um Gleichung 4.6.1 in diesen Koordinaten auszudrücken. Bei Be-
achtung von ∂ϕ̃φ = 0 ist

∆hφ =
1√

det(h)
∂i

(√
det(h)hij∂jφ

)
=

r̃6

ρ̃

(
∂ρ̃

ρ̃

r̃2
∂ρ̃φ+ ∂ζ̃

ρ̃

r̃2
∂ζ̃φ+ 0

)
=

r̃6

ρ̃

(
ρ̃

r̃2

(
∂ρ̃ρ̃ + ∂ζ̃ζ̃

)
φ+

1
r̃2
∂ρ̃φ− 2

r̃4

(
ρ̃2∂ρ̃ + ζ̃ ρ̃∂ζ̃

)
φ

)
= r̃4

(
∂ρ̃ρ̃ +

1
ρ̃
∂ρ̃ + ∂ζ̃ζ̃

)
φ− 2r̃2

(
ρ̃∂ρ̃ + ζ̃∂ζ̃

)
φ.

Weiterhin ist aus Gleichung 4.6.2:

∆h̃φ̃ =
1√

det(h̃)
∂i

(√
det(h̃)h̃ij∂j φ̃

)

=
(
∂ρ̃ρ̃ +

1
ρ̃
∂ρ̃ + ∂ζ̃ζ̃

)
φ

r̃

=
1
r̃

(
∂ρ̃ρ̃ +

1
ρ̃
∂ρ̃ + ∂ζ̃ζ̃

)
φ− 2

r̃3

(
ρ̃∂ρ̃ + ζ̃∂ζ̃

)
φ.

Damit ist

∆hφ = r̃5∆h̃φ̃,(4.6.4)

was die Äquivalenz der linken Seiten zeigt. Es ist

(∇hφ)2 = hij(x̃) (∇hφ)i (∇hφ)j

= hijh
il (∂lφ)hjk (∂kφ)

= hlk (∂lφ) (∂kφ)

= r̃4
[
(∂ρ̃φ)2 +

(
∂ζ̃φ

)2

+ 0
]

sowie
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∇h̃r̃φ̃

)2

=
(∇h̃φ

)2
= (∂ρ̃φ)2 +

(
∂ζ̃φ

)2

.

Folglich gilt

(∇hφ)2 = r̃4
(
∇h̃r̃φ̃

)2

.(4.6.5)

Da φ̃ = φ/r̃, sind beide rechten Seiten der Gleichungen 4.6.4 und 4.6.5 um einen
Faktor r̃5 verschieden:

φ̄ (∇hφ)2 = r̃5
¯̃
φ
(
∇h̃r̃φ̃

)2

und die Äquivalenz ist gezeigt. ¤

Damit ist es gelungen, den Ernst-Formalismus auf den kompaktifizierten Raum
zu übertragen. Es kann nun nach einem möglichst ressourcensparenden Algorithmus
gesucht werden, der es gestattet, die Momente iterativ zu berechnen.



KAPITEL 5

Algorithmus und Ergebnisse

5.1. Der Potenzreihenansatz

Es ist bekannt, dass die Vorgabe des Ernst-Potentials auf der Achse ausreicht,
um das Gravitationsfeld im gesamten Raum vollständig zu beschreiben. Ein ähnli-
ches Verhalten ist auch im kompaktifizierten Raum zu erwarten. Ziel ist es, in einem
Potenzreihenansatz durch Koeffizientenvergleich alle Koeffizienten in Abhängigkeit
von denen auf der Achse auszudrücken. Letzten Endes können so alle Multipolmo-
mente in Abhängigkeit von den Entwicklungskoeffizienten des Ernst-Potentials auf
der Achse ausgedrückt werden.

Die Differentialoperatoren beziehen sich in diesem Abschnitt auf die Metrik h̃
aus Gleichung 4.6.3. Die Ernst-Gleichung in φ̃(ρ̃, z̃) = φ/r̃ ist bei Beachtung von
(∇r̃)2 = 1 (

r̃2φ̃
¯̃
φ− 1

)
∆φ̃ = 2¯̃

φ
(
∇r̃φ̃

)2

= 2¯̃
φ

(
r̃2
(
∇φ̃
)2

+ 2r̃φ̃
(
∇φ̃
)

(∇r̃) + φ̃2

)
.

Um die folgenden Rechnungen etwas nachvollziehbarer zu gestalten, wird die Glei-
chung in zwei Teile aufgespalten:

LHS :=
(
r̃2φ̃

¯̃
φ− 1

)
∆φ̃

=
(
r̃2φ̃

¯̃
φ− 1

)[
∂ρ̃ρ̃φ̃+

1
ρ̃
∂ρ̃φ̃+ ∂ζ̃ζ̃ φ̃

]
,

RHS := 2 ¯̃
φ

(
r̃2
[(
∂ρ̃φ̃

)2

+
(
∂ζ̃ φ̃

)2
]

+ 2φ̃
(
ρ̃∂ρ̃φ̃+ ζ̃∂ζ̃ φ̃

)
+ φ̃2

)
.

Es wird in der Nähe von Λ ein Potenzreihenansatz der Form

φ̃ =
∞∑

i,j=0

aij ρ̃
iζ̃j(5.1.1)

gewählt. Der Übersichtlichkeit halber werden die Schlangen über den Koordinaten
weggelassen. Alle Summen laufen, so lange dies nicht anders ausgedrückt wird, von

38
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0 bis ∞. Dann ist

LHS =

(ρ2 + ζ2)
∑

a,b,c,d

aabācdρ
a+cζb+d − 1

×
∑

e,f

aef

(
e(e− 1)ρe−2ζf + eρe−2ζf + f(f − 1)ρeζf−2

)
=

(ρ2 + ζ2)
∑

a,b,c,d

aabācdρ
a+cζb+d − 1

×
∑

e,f

aefρ
eζf

(
e2

ρ2
+
f(f − 1)

ζ2

)
=

 ∑
a,b,c,d,e,f

aabācdaefρ
a+c+eζb+d+f

(
e2 + f(f − 1) + e2

ζ2

ρ2
+ f(f − 1)

ρ2

ζ2

)
−
∑
e,f

aefρ
eζf

(
e2

ρ2
+
f(f − 1)

ζ2

)
.

Koeffizientenvergleich für ρkζl ergibt auf der linken Seite:

LHS, ρkζl →
∑

a,b,c,d,e,f

aabācdaef

(
e2 + f(f − 1)

)
ρa+c+eζb+d+fδa+c+e,kδb+d+f,l

+
∑

a,b,c,d,e,f

aabācdaefe
2ρa+c+e−2ζb+d+f+2δa+c+e−2,kδb+d+f+2,l

+
∑

a,b,c,d,e,f

aabācdaeff(f − 1)ρa+c+e+2ζb+d+f−2δa+c+e+2,kδb+d+f−2,l

−
∑
e,f

aefe
2ρe−2ζfδe−2,kδf,l −

∑
e,f

aeff(f − 1)ρeζf−2δe,kδf−2,l.

Damit ergibt sich für die linke Seite der ρkζl-Vorfaktor∑
a+c+e=k
b+d+f=l

aabācd

[
aef

(
e2 + f(f − 1)

)
+ ae+2 f−2(e+ 2)2

+ae−2 f+2(f + 2)(f + 1)]− ak+2 l(k + 2)2 − ak l+2(l + 2)(l + 1).
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Jetzt die rechte Seite:

RHS = 2
∑
a,b

āabρ
aζb

(ρ2 + ζ2
) ∑

c,d,e,f

acdaefceρ
c+e−2ζd+f +

∑
c,d,e,f

acdaefdfρ
c+eζd+f−2


+2
∑
c,d

acdρ
cζd

∑
e,f

aefeρ
eζf +

∑
c,d,e,f

aeffρ
eζf

+
∑

c,d,e,f

acdaefρ
c+eζd+f


= 2

∑
a,b

āabρ
aζb

 ∑
c,d,e,f

acdaef

[
ceρc+eζd+f + ceρc+e−2ζd+f+2 + dfρc+e+2ζd+f−2

+dfρc+eζd+f
]
+ 2

∑
c,d,e,f

acdaefρ
c+eζd+f

(
e+ f +

1
2

)
= 2

∑
a,b,c,d,e,f

āabacdaefρ
a+c+eζb+d+f

{
1 + ce+ df + 2 (e+ f) + ce

ζ2

ρ2
+ df

ρ2

ζ2

}

= 2
∑

a,b,c,d,e,f

aabācdaefρ
a+c+eζb+d+f

{
1 + ae+ bf + 2 (e+ f) + ae

ζ2

ρ2
+ bf

ρ2

ζ2

}
.

Dies ergibt für die rechte Seite den ρkζl-Vorfaktor

2
∑

a+c+e=k
b+d+f=l

aabācd [aef (1 + ae+ bf + 2 (e+ f))

+ae+2 f−2a(e+ 2) + ae−2 f+2b(f + 2)] .

Die beiden Vorfaktoren müssen identisch sein. Daher ist

ak+2 l(k + 2)2 = −(l + 2)(l + 1)ak l+2 +
∑

a+c+e=k
b+d+f=l

aabācd ×

[
aef

(
e2 + f2 − 2− 2ae− 2bf − 4e− 5f

)
(5.1.2)

+ae+2 f−2(e+ 2)(e+ 2− 2a) + ae−2 f+2(f + 2)(f + 1− 2b)] .

Dies entspricht Gleichung (12) aus [FHP89].
Die wichtigste Aussage dieser Gleichung ist, dass die Vorgabe der

mn := a0n

reicht, um alle weiteren aij zu bestimmen: aij = aij(mk, k ≤ i+ j). Ausserdem gilt
aij = 0 für ungerade i, was ebenso zu erwarten war, da φ̃ eine gerade Funktion in
ρ̃ sein muss.

Auf der Achse ist r̃|ρ̃=0 = ζ̃ = 1
ζ und folglich gilt mit φ = r̃φ̃ nach Gleichung

5.1.1

φ(ρ = 0, ζ) =
∞∑

n=0

mn

ζn+1
.(5.1.3)

Dies ist eine für praktische Rechnungen sehr nützliche Aussage, denn für die Be-
stimmung der mn muss die Raumzeit nicht kompaktifiziert werden, es reicht eine
Entwicklung des Potentials φ auf der Achse.



5.2. HERLEITUNG DES ALGORITHMUS 41

5.2. Herleitung des Algorithmus

Da alle physikalischen Informationen des Vakuumteils der Raumzeit in φ̃ ent-
halten sind, ist es nicht verwunderlich, dass alle für die Berechnung der Momente re-
levanten Größen wie der Krümmungstensor und die Zusammenhangskomponenten
mit Hilfe von φ̃ und seinen Ableitungen ausgedrückt werden können. Alle Formeln
dieses Abschnitts beziehen sich ausschließlich auf Größen in der kompaktifizierten
Raumzeit, weshalb die Tilden zu Gunsten der Lesbarkeit in diesem Abschnitt weg-
gelassen werden.

Nach Fodor gilt für die zu bestimmenden Größen

Rij =
1
D2

(
GiḠj + ḠiGj

)
,

k,ρ =
ρ

2
(Rρρ −Rzz) ,(5.2.1)

k,z = ρ ·Rρz

mit

Gρ = ζφ,ρ−ρφ,ζ ,
Gζ = ρφ,ρ +ζφ,ζ +φ,

Gϕ = 0,

D = r2φφ̄− 1.

Damit sind im Prinzip nach den Aussagen des vorherigen Abschnitts alle Größen
mit Hilfe der mn ausgedrückt.

Ein nächster Schritt ist das Aufstellen von geeigneten Iterationen für die Be-
rechnung der Multipoltensoren PFod

i1...in
. Durch Ausnutzen der symmetrischen Natur

dieser kann die Berechnung im Folgenden vereinfacht werden.
Ausgangspunkt ist wieder Definition 4.4.1

PFod = φ,

PFod
a1...an

=
[
Da1P

Fod
a2...an

− (n− 1) (2n− 3)
2

Ra1a2P
Fod
a3...an

]
STF

.(5.2.2)

Ziel ist es, die Definition in eine möglichst einfache Koordinatenform bei Beach-
tung der Gestalt der Christoffelsymbole und des Riccitensors zu bringen. Die zu
betrachtende konforme Metrik ist nach den Ausführungen in Abschnitt 4.1 mit
W = ρ gegeben als

h = e2kdρ2 + e2kdζ2 + ρ2dϕ2
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und die nichtverschwindenden Christoffelsymbole sind demzufolge

Γρ
ρρ = Γζ

ρζ = −Γρ
ζζ = ∂ρk,

Γζ
ζζ = Γρ

ζρ = −Γζ
ρρ = ∂ζk,

Γρ
ϕϕ = −ρe−2k,

Γϕ
ρϕ =

1
ρ
.

Damit ergibt sich der Riccitensor

R = −
[
∂ζζk + ∂ρρk − 1

ρ
∂ρk

]
dρ⊗ dρ

+
1
ρ
∂ζk (dρ⊗ dζ + dζ ⊗ dρ)

−
[
∂ζζk + ∂ρρk +

1
ρ
∂ρk

]
dζ ⊗ dζ.

Da die Indizes nur ρ, ζ und ϕ sein können und die betrachteten Tensoren symme-
trisch sein sollen, lohnt es sich, mit

Pa b c := PFod
ρ . . . ρ︸ ︷︷ ︸

a

ζ . . . ζ︸ ︷︷ ︸
b

ϕ . . . ϕ︸ ︷︷ ︸
c

(5.2.3)

eine Konvention zur Schreibweise einzuführen. In Gleichung 5.2.2 soll der symme-
trische Anteil ausrechnet werden. Es wird zunächst der “Ableitungs-Teil” der Pa b c

betrachtet. Diese Zerlegung kann durchgeführt werden, da die Symmetrisierung und
Extraktion des spurfreien Teils lineare Operationen sind. So ist

P 1
a b c :=

[
Di1P

Fod
i2...in

]
STF

=

 1
n!

∑
π(I)

Di1P
Fod
i2...in


TF

.

Das π(I) steht dabei für eine Summe über alle Permutationen der Indexmenge

I := {ij}n
j=1.

Die Tensoren Pa b c sind symmetrisch. Deshalb kann die Summation vereinfacht
werden. Die Identifikation aller PI mit beliebig permutiertem I führt auf

P 1
a b c =

 1
n!

∑
m=a,b,c

DimP
Fod
I\{im}(n− 1)! ·m


TF

=
1
n

[
a ·DρPa−1 b c + b ·DζPa b−1 c + c ·DϕPa b c−1

]
TF

,

wobei der Faktor (n − 1)! den Umordnungsmöglichkeiten in I entspricht und m

denen der Ableitung. Eine analoge Rechnung führt für den zweiten Teil mit

N :=
(n− 1) (2n− 3)

2
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auf

P 2
a b c := N

 1
n!

∑
π(I)

Ri1i2P
Fod
i3...in


TF

= N

[
1
n!

∑
m=a,b,c

Rm1m2P
Fod
I\{m1,m2}

·(n− 2)! ·
{

m1(m2 − 1), m1 = m2

2! ·m1 ·m2, m1 6= m2

]
TF

=
2n− 3

2n

[
a (a− 1)RρρPa−2 b c

+b (b− 1)RζζPa b−2 c + 2abRρζPa−1 b−1 c

]
TF

,

wobei der Übersicht halber die Indizes an Rmn im Sinne der Koordinaten gemeint
sind und im geschweiften Teil der Klammer als a, b oder c sowie im letzten Schritt
verschwindende Terme weggelassen wurden. Damit ergibt sich

Pa b c = P 1
a b c − P 2

a b c(5.2.4)

=
1
n

[
a ·DρPa−1 b c + b ·DζPa b−1 c + c ·DϕPa b c−1

−
(
n− 3

2

)[
a (a− 1)RρρPa−2 b c

+b (b− 1)RζζPa b−2 c + 2abRρζPa−1 b−1 c

]
TF

.

Es ist bekanntlich

(DcT )a1...ar

b1...bs
= ∂cT

a1...ar

b1...bs
+ Γa1

dcT
d...ar

b1...bs
+ · · ·+ Γar

dcT
a1...d

b1...bs

−Γd
b1cT

a1...ar

d...bs
− · · · − Γd

b1cT
a1...ar

b1...d

und damit

DρPa b c = ∂ρPa b c − aΓρ
ρρPa b c − bΓζ

ζρPa b c

−bΓρ
ζρPa+1 b−1 c − aΓζ

ρρPa−1 b+1 c − cΓϕ
ϕρPa b c

= ∂ρPa b c − a∂ρk · Pa b c − b∂ρk · Pa b c

−b∂ζk · Pa+1 b−1 c + a∂ζk · Pa−1 b+1 c − c

ρ
Pa b c,

DζPa b c = ∂ζPa b c − aΓζ
ρζPa−1 b+1 c − bΓρ

ζζPa+1 b−1 c

−bΓζ
ζζPa b c − aΓρ

ρζPa b c

= ∂ζPa b c − a∂ρk · Pa−1 b+1 c + b∂ρk · Pa+1 b−1 c

−b∂ζk · Pa b c − a∂ζk · Pa b c,

DϕPa b c = ∂ϕPa b c − aΓϕ
ρϕPa−1 b c+1 − cΓρ

ϕϕPa+1 b c−1

= −a
ρ
Pa−1 b c+1 + cρe−2kPa+1 b c−1.
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Setzt man dies jetzt in Gleichung 5.2.4 ein, folgt nach Zusammenfassen der Terme
Gleichung 18 aus [FHP89]:

Pa b c =
1
n

[
a∂ρPa−1 b c + b∂ζPa b−1 c

−
{
a (a+ 2b− 1) ∂ρk + 2

ac

ρ

}
Pa−1 b c

−b (2a+ b− 1) ∂ζk · Pa b−1 c + a (a− 1) ∂ζk · Pa−2 b+1 c

+b (b− 1) ∂ρk · Pa+1 b−2 c + c (c− 1) ρe−2k · Pa+1 b c−2

−
(
a+ b− 3

2

)[
a (a− 1)RρρPa−2 b c

+b (b− 1)RζζPa b−2 c + 2abRρζPa−1 b−1 c

]]
TF

.(5.2.5)

Man kann erkennen, dass auch dieser Ausdruck der Rekursionsrelation relativ kom-
pliziert ist. Es ist auch zu sehen, dass die P (n) von den P (n−1) und P (n−2) abhängen.
Es sind genau 3m Tensorenm > 0 ter Stufe, also genau 1+

∑n
m=1 3m = 1+ 3

2n(n+1)
Tensoren, die berechnet werden müssen, um alle P (n) zu kennen. Für beispielsweise
die Berechnung des zehnten Moments werden alle Tensoren bis zur neunten Stufe
und P0 10 0 benötigt, also insgesamt 137 Stück.

Es gibt jedoch eine Möglichkeit, die Anzahl der zu berechnenden Ausdrücke
weiter zu reduzieren. Dazu wird die folgende Aussage benötigt.

Lemma 5.2.1. Für beliebige Tensoren Q mit Metrik g, welche die Vorausset-
zungen nach Lemma 1.2.3 erfüllt, gilt[

g(i1i2Qi3...in)

]
TF

= 0.

Beweis. Fordert man, dass die Abbildung [ ]TF auf dem spurfreien Unterraum
idempotent und linear sein soll, gilt für beliebige o.B.d.A. als symmetrisch ange-
nommene Tensoren P :[

Pi1...in+2

]
TF

!=
[[
Pi1...in+2

]
TF

]
TF

Lemma 1.2.3=
[
Pi1...in+2

]
TF

+An
2 ·
[
g(i1i2Pi3...in)abg

ab
]
TF

+ [höhere Terme]TF .

Aus der Beliebigkeit von P folgt, dass

An
2 ·
[
g(i1i2Pi3...in)abg

ab
]
TF

= 0

ist. Die Umbenennung der einfachen Kontraktion von P mit g, Pi1...in−1ing
in−1in in

Q ergibt dann das Lemma. ¤

Die Aussage kann auch ohne die zusätzliche Annahme der Idempotenz im Spi-
norformalismus gezeigt werden. Da dies hier jedoch zu weit führen würde, soll nur
die Beweisidee dargestellt werden. Einer Symmetrisierung im Spinorraum entspricht
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nach [Fri08] dem spurfreien Teil im Bündel

T(A1B1...ApBp) =
[
Ta1...ap

]
TF

αa1
A1B1

. . . α
ap

ApBp

mit der Spinorbasis α. Die Metrik ist in der Spinordarstellung jedoch antisymme-
trisch, woraus die Aussage folgt.

Das Lemma gibt die Möglichkeit, in Gleichung 5.2.5 alle P (m<n)
a b c zu ersetzen

durch

P
(m<n)
a b c → Pa b c +

[
g(i1i2Qi3...im)

]
a b c

=: Sa b c,

ohne die resultierenden P (n)
a b c zu verändern, da der spurfreie Teil des zusätzlichen

Ausdrucks verschwindet. Man hätte naiver Weise von den Pa b c bereits erwarten
können, dass diese für c 6= 0 identisch verschwinden, da diese nach Definition Ab-
leitungen des Potentials nach ϕ enthalten, welche durch die Axialsymmetrie alle
verschwinden und zusätzlich Riϕ = 0 gilt. Dies ist jedoch nicht der Fall, da es sich
um kovariante Ableitungen handelt. Unter Zuhilfenahme der Qa b c können jedoch
die Sa b c in dieser Form gewählt werden, was direkt Ausdruck der Axialsymmetrie
ist:

Lemma 5.2.2. Die Q können so gewählt werden, dass für die Sa b c ≡ 0 mit
c 6= 0 gilt. Sie sind dann gegeben durch

Qa b c =

−a+b+1
ρ e−2kPa+1 b 0 c = 0

0 c 6= 0
.

Beweis. Vollständige Induktion. Für n = 0 ist S(0) = P (0) = φ ebenso ist für
n = 1 S(1)

a b c = P
(1)
a b c, also insbesondere S0 0 1 = ∂ϕφ = 0. Angenommen, S(m)

a b c = 0
für c 6= 0 und beliebige m. Dann gibt es in Gleichung 5.2.5 mit P → S nur den
Term

P
(n>m)
a b c

∣∣∣
c=2

=
1
n
c (c− 1) ρe−2k · [Sa+1 b c−2]TF

∣∣∣∣
c=2

,

der für c = 2 einen von Null verschiedenen Ausdruck erzeugen kann. Es ist aber
auch

Pa b 2 = [Sa b 2]TF

=
[
Pa b 2 +

[
g(i1i2Qi3...im)

]
a b 2

]
TF

.

Wählt man
[
g(i1i2Qi3...im)

]
a b 2

so, dass Sa b 2 = 0, so ist die Aussage richtig. Setzt
man außerdem Qa b c = 0, wenn c 6= 0, dann ist mit n = a+ b+ 2

Sa b 2 = Pa b 2 +
2!(a+ b)!

n!
gϕϕQa b 0

=
1
n

2 (2− 1) ρe−2k · Pa+1 b 0 +
2!(n− 2)!

n!
ρ2Qa b 0

!= 0
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und somit ist

Qa b 0 = −a+ b+ 1
ρ

e−2k · Pa+1 b 0.

¤

Durch die Axialsymmetrie ist es jetzt nicht mehr notwendig, alle Pa b c zu
berechnen, sondern es genügen die Sa b 0!

Lemma 5.2.3. Die Sa b 0 haben mit Lemma 5.2.2 die Form

Sa b 0 =
1

a+ b

[
a∂ρPa−1 b 0 + b∂ζPa b−1 0

−
{
a (a+ 2b− 1) ∂ρk +

a(a− 1)
ρ

}
Pa−1 b 0

−b (2a+ b− 1) ∂ζk · Pa b−1 0 + a (a− 1) ∂ζk · Pa−2 b+1 0

+b (b− 1)
(
∂ρk − 1

ρ

)
· Pa+1 b−2 0

−
(
a+ b− 3

2

)[
a (a− 1)RρρPa−2 b 0 +

b (b− 1)RζζPa b−2 0 + 2abRρζPa−1 b−1 0

]]
.(5.2.6)

Beweis. Nach Definition ist

Sa b 0 = Pa b 0 +
[
g(i1i2Qi3...im)

]
a b 0

= Pa b 0 +
(a+ b− 2)!

(a+ b)!
(a(a− 1)gρρQa−2 b 0 + b(b− 1)gζζQa b−2 0)

= Pa b 0 +
e2k

(a+ b)(a+ b− 1)
(a(a− 1)Qa−2 b 0 + b(b− 1)Qa b−2 0)

= Pa b 0 − 1
(a+ b) · ρ (a(a− 1)Pa−1 b 0 + b(b− 1)Pa+1 b−2 0) .

Setzt man jetzt in Gleichung 5.2.5 c = 0, dann ist das Lemma bewiesen. ¤

Im axialsymmetrischen Fall sind die Momente gegeben als die Projektion der
Tensoren Pa b c auf die Symmetrieachse in Unendlich. Um die Momente auszurech-
nen, muss somit die spurfreie Projektion der Sa b c ausgerechnet werden. Dabei hilft
folgende Aussage:

Lemma 5.2.4. Gilt gaa = gaa = 1 und gab = 0 für a 6= b sowie Ta...abcg
bc =

Ta...aaa, dann ist

TTF
a...a =

n!
(2n− 1)!!

Ta...a.
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Beweis. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus Ab-
schnitt 1.2 ist

TTF
a...a = Ta...a + Ta...a

n∑
i=2,4...

An
i

= Ta...a

n∑
i=0,2,...

(−1)i/2 n! · (2n− i− 1)!!
i!! · (n− i)! · (2n− 1)!!

=
n!

(2n− 1)!!
Ta...a

n∑
i=0,2,...

(−1)i/2 (2n− i− 1)!!
i!! · (n− i)!

=
n!

(2n− 1)!!
Ta...a,

da
∑n

i=0,2,...(−1)i/2 (2n−i−1)!!
i!!·(n−i)! = 1, was über direktes Nachrechnen oder vollständige

Induktion gezeigt werden kann. ¤

Da hζζ = 1 in Λ gilt, kann dieses Lemma für die Extraktion des spurfreien Teils
der Sa b 0 herangezogen werden. Die Fodor’schen Momente aus den Gleichungen
4.5.1 und 4.5.2 sind dann gegeben als

QFod
n =

1
(2n− 1)!!

S0 n 0|Λ ,(5.2.7)

da dies der ζ-Projektion der Sa b c geteilt durch n! entspricht.
Der Algorithmus besteht demnach zuerst aus der Berechnung der aij in Ab-

hängigkeit der mn nach Gleichung 5.1.2 bis zu einer gewünschten Ordnung. Damit
ist φ nach Gleichung 5.1.1 gegeben und der Ricci-Tensor sowie die Ableitungen des
Potentials k werden nach den Gleichungen 5.2.1 bestimmt. Im Anschluss werden
die Sa b 0 nach Gleichung 5.2.6 iterativ berechnet, woraus sich dann mit Gleichung
5.2.7 schlussendlich die Momente ergeben.

5.3. Ergebnisse

Alle Multipole aus [FHP89] konnten, ebenso wie die Herleitung des Algorith-
mus, bestätigt werden. Darüber hinaus wurde das elfte Moment QFod

11 mit Hilfe
von Mathematica [Wol08] bestimmt. Die Struktur aller Momente kann mit der
Konvention

Mij := mimj −mi−1mj+1

zusammengefasst werden als

QFod
n = mn +

n−2∑
k>l+1

Mkl ·
∑

p

ap(k, l) ·(5.3.1)

∏
I(p,k,l)

m̄i1
0 · · · · · m̄in−4

n−4 ·mj1
0 · · · · ·mjn−5

n−5 ,

wobei I = {i1, . . . , in−4, j1, . . . , jn−5} eine Indexmenge darstellt und die ap(k, l)
skalare Vorfaktoren sind.
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Die ersten fünf Momente haben die bekannte Form

QFod
0 = m0,

...

QFod
3 = m3,

QFod
4 = m4 − 1

7
M20m̄0.

Alle Weiteren sind auf Grund ihrer Länge im Anhang A nachzuschlagen.



Teil 3

Die Quadrupol-Vermutung



Bardeen und Wagoner stellten bereits 1971 in [BW71] bei numerischen Be-
rechnungen zur starr rotierenden Staubscheibe fest, dass das von ihnen bestimmte
Quadrupolmoment QB&W

2 dieser Konfiguration immer größer ist als ein entspre-
chendes Kerr-Quadrupolmoment QB&W

2,Kerr bei gleicher Masse und Drehimpuls bzw.
im ultrarelativistischen Grenzfall dieses beliebig nahe erreicht:∣∣QB&W

2

∣∣ ≥ ∣∣QB&W
2,Kerr

∣∣ .(5.3.2)

Numerische Untersuchungen zu verschiedenen Raumzeiten mit Hilfe des AKM-
Programms und der Definition der Momente nach Fodor aus dem vorhergehenden
Teil haben Hinweise darauf gegeben, dass diese Eigenschaft eventuell auch für eine
Reihe weiterer stationärer und axialsymmetrischer Raumzeiten gilt. In diesem Teil
der Arbeit sollen neben der Formulierung auch Untersuchungen zur Unterstützung
der “Quadrupol-Vermutung” vorgestellt werden.

Das erste Kapitel dieses Teils beinhaltet neben der Formulierung der Vermutung
eine kurze Wiederholung der Kerr-Raumzeit sowie analytische Untersuchungen der
Ungleichung in verschiedenen Szenarien. Diese umfassen zum einen im nichtrelati-
vistischen Grenzfall die Maclaurin-Ellipsoiden sowie starr rotierende Ringe jedoch
auch die starr rotierende Staubscheibe, was die Ergebnisse von Bardeen und Wa-
goner bestätigt.

Es gibt nur wenige analytische Lösungen der Feldgleichungen, die auch phy-
sikalisch aussagekräftig sind. Um dennoch die Vermutung anhand von verschiede-
nen Raumzeiten überprüfen zu können, bietet es sich an, numerische Experimente
durchzuführen. Im zweiten und dritten Kapitel dieses Teils wird das numerische
Verfahren vorgestellt sowie die Resultate der Untersuchungen präsentiert.

Dem Quadrupolmoment kommt im folgenden Teil der Arbeit eine besondere
Stellung zu, weshalb es ab jetzt die prägnantere Bezeichnung Q tragen soll:

Q := QFod
2 .

Weiterhin werden in diesem Teil die Momente nach Fodor verwendet, weshalb die
zusätzliche Kennzeichnung entfällt.



KAPITEL 6

Formulierung und analytische Hinweise

6.1. Die Kerr-Raumzeit

Roy P. Kerr veröffentlichte 1963 in [Ker63] seine zweiparametrige Lösung der
Einsteingleichungen. Sie stellt die einzige stationäre und axialsymmetrische Lösung
eines schwarzen Lochs umgeben von Vakuum dar, siehe [Heu96]. Es gibt verschie-
dene Ansätze, die Lösung herzuleiten. Darauf soll an dieser Stelle nicht eingegan-
gen werden. Für eine Diskussion der interessanten Eigenschaften der Lösung wird
auf die entsprechende Fachliteratur verwiesen, siehe z.B. [Cha04]. Nachgeschlagen
werden kann die Herleitung als Randwertproblem in [MAK+08]. Dort folgt das
Ernst-Potential auf der positiven Achse A+ := {(ρ, ζ) : ρ = 0, ζ > 0} mit

f |A+ =
ζ −M − ia
ζ +M − ia

.

Damit ist auf A+ nach Gleichung 4.3.1 und bei Beachtung der geometrischen Reihe

φ =
M

ζ − ia

=
M

ζ
·
∞∑

n=0

(
ia
ζ

)n

und die mn nach Gleichung 5.1.3 gegeben durch

mn = M · (ia)n.

Nimmt man jetzt an, die bis einschließlich des elften Moments bekannte Struktur
der Momente ist generell gegeben durch Gleichung 5.3.1, dann sind die Fodor’schen
Multipolmomente der Kerr-Raumzeit

MFod
2s = (−1)sMa2s,

JFod
2s+1 = (−1)sMa2s+1,

da alle Mij identisch verschwinden.
Hansen berechnete die Geroch-Hansen-Momente der Kerr-Raumzeit beliebiger

Ordnung in [Han73]. Die Massenmomente sind, verglichen mit denen nach Fodor,
dabei erwartungsgemäß nach Abschnitt 4.4 um ein Vorzeichen verschieden, wohin-
gegen die Strommomente identisch sind. Dies kann auch als Hinweis interpretiert
werden, dass die Fodor’schen Momente ab zwölfter Stufe die Struktur aus Gleichung
5.3.1 beibehalten.

51
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Die äußerst interessante Frage, welche Quellen eine entsprechende Innenlösung
darstellen können, ist bis jetzt nicht beantwortet. Die Raumzeit muss einer physika-
lisch relativistischen Situation entsprechen, da das Drehpotential b der Kerr-Lösung
nicht klein ist gegenüber e2U . Das heißt, Ströme werden eine starke Rolle spielen
und das ist im nichtrelativistischen Grenzfall ausgeschlossen. So hat Hernandez in
[Her67] dargelegt, dass es keine Newton’schen Quellen geben kann, jedoch wurde
die Herangehensweise durch Krasinski in dessen Übersichtsartikel [Kra78] zu mög-
lichen Quellen der Kerr-Lösung stark kritisiert. Ein bekanntes analytisches Beispiel
einer Materieverteilung, deren Außenfeld bei bestimmter Parameterwahl gegen die
Kerr-Lösung konvergiert, ist die starr rotierende Staubscheibe nach Neugebauer und
Meinel [NM93, NM95]. Diese entspricht im relativistischen Limes einem extremen
schwarzen Loch mit J = M2.

6.2. Formulierung der Vermutung

Das Kerr-Quadrupolmoment ist gegeben als

QKerr = −Ma2

= −J
2

M
.

Damit ergibt sich in Anlehnung an Gleichung 5.3.2 die

Quadrupol-Vermutung. Für axialsymmetrisch stationäre und asymptotisch
flache Raumzeiten mit Drehimpuls J , Masse M und Quadrupolmoment Q gilt uni-
versell ∣∣∣∣ J2

M ·Q
∣∣∣∣ ≤ 1,(6.2.1)

wenn die Raumzeit aus einem starr rotierenden Flüssigkeitskörper, umgeben von
Vakuum, besteht.

Die vielen Voraussetzungen an die Raumzeit sind notwendig, da sonst eine in-
variante Charakterisierung der Größen nicht erfolgen kann. Außerdem wurde die
Vermutung nur anhand von starr rotierenden Flüssigkeitskonfigurationen überprüft,
was die Vermutung noch weiter einschränkt. Die Aussage wird jedoch nicht einge-
schränkt durch die Zustandsgleichung der Materie.

Für ein rotierendes Schwarzes-Loch nach Kerr gilt selbstverständlich die Gleich-
heit. Im Falle eines statischen Objektes ist die Lösung durch die Schwarzschild-
Raumzeit bzw. durch Kerr mit a = 0 gegeben. In diesem Fall macht das Verhältnis
erstmal keinen Sinn, man kann jedoch den Grenzprozess verschwindender Winkel-
geschwindigkeit bei spheroidalen Körpern nichtverschwindender Masse betrachten.
Hier stellt sich heraus, dass für die untersuchten Körper das Verhältnis gegen einen
Wert kleiner eins, jedoch größer als Null, konvergiert:∣∣∣∣ J2

M ·Q
∣∣∣∣ Ω→0−→ α ∈ (0, 1).
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Im Newton’schen Grenzfall der Maclaurin-Ellipsoide ist dieser Grenzwert sogar be-
kannt, siehe Abschnitt 6.3.1. Für den allgemeinen Fall steht die Hartle-Approximation
langsam rotierender Körper zur Verfügung, bei der das Problem auf die Bestimmung
der Integrationskonstanten K aus den Gleichungen (22a) und (26) in [HT68] zu-
rückzuführen ist.

Es ist eine interessante Frage, ob die Vermutung im Falle von Einstein-Maxwell-
Feldern zutrifft. Anschaulich gesprochen, könnte etwa die Oberfläche des zentralen
Objekts durch die zusätzlich auftretenden Kräfte so stark deformiert werden, dass
das Quadrupolmoment verschwindet, der Drehimpuls jedoch nicht. Es ist also nicht
zu erwarten, dass in diesem Fall die Vermutung auch noch zutrifft. Sollte sie gel-
ten, dann stellt sie eine Eigenschaft von Raumzeiten in der Einsteinschen Theorie
dar, wenngleich die Voraussetzungen eventuell mit Hilfe zukünftiger Betrachtungen
abgeschwächt werden können.

6.3. Analytische Tests

6.3.1. Die Maclaurin Ellipsoide. Bevor versucht wird, eine Vermutung in
der allgemeinen Relativitätstheorie zu unterlegen oder gar zu beweisen, ist es ange-
bracht, diese im Newton’schen Grenzfall zu untersuchen. Bereits 1742 hat Maclaurin
[Mac01] das Problem rotierender Flüssigkeitskörper mit konstanter Massendichte
gelöst. Einen Überblick kann man in [MAK+08] erhalten, worauf sich auch die
hier angegebenen Rechnungen beziehen.

Es stellt sich heraus, dass die entstehenden Gleichgewichtsfiguren Ellipsoide
mit Halbachsen a = b > c sind. Die gravitative Masse M und die konstante Mas-
sendichte µ sind dann verknüpft durch

M =
4π
3
µa2c.

Der Drehimpuls J in Bezug auf die Rotationsachse ist gegeben durch

J = IΩ

=
2
5
Ma2Ω.

Da für gegebenes µ nur zwei freie Parameter zu wählen sind, hängt Ω von a und c
ab. Maclaurin konnte zeigen, dass

Ω2

πµ
=

2
ε3

√
1− ε2(3− 2ε2) arcsin ε− 6

ε2
(1− ε2)

=: F (ε)

gilt mit der Exzentrizität

ε :=
√

1− c2/a2.

Das Newton’sche Quadrupolmoment eines solchen Ellipsoiden ist gegeben durch

Qzz = −2
5
M(a2 − c2)
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und wegen der Axialsymmetrie ist nach Gleichung 4.5.1

Q =
1
2!
·Qzz

= −1
5
M(a2 − c2).

Schlussendlich ist ∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ =
4
5
Ω2 a4

a2 − c2

=
3
5
M

c

a2

a2 − c2
F (ε)

=
3
5
M

a

1√
1− ε2ε2

F (ε).

Im Limes einer Kugel, gilt ε→ 0, F (ε) = 8
15ε

2 +O(ε4) und somit∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ → 8
25
M

a
+
M

a
O(ε2)

¿ 1,

da M ¿ a im nichtrelativistischen Grenzfall gelten muss. Für ε→ 1, den Scheiben-
Grenzfall, geht ∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ → 3
5
π
M

a

¿ 1.

Da F (ε) für ε ∈ [0, 1] beschränkt ist, gilt, dass∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ ¿ 1

immer richtig sein muss für die Maclaurin-Ellipsoide in Newton’scher Näherung.
Es existiert sogar eine Verallgemeinerung im Sinne einer Post-Newtonschen Be-

handlung beliebiger Ordnung durch Petroff in [Pet03]. Jedoch sind die entstehen-
den Formeln so unhandlich, dass eine analytische Darstellung hier unzweckmäßig
wäre. Allerdings hat Petroff gezeigt, dass seine Ergebnisse für höhere Ordnungen mit
denen mit Hilfe des AKM-Programms erzeugten Lösungen homogener Zustandsglei-
chungen hinreichend genau übereinstimmen. Deshalb kann auf die entsprechende
numerische Behandlung hingewiesen werden, die in Abschnitt 8.1 folgt.

6.3.2. Starr rotierende homogene Ringe. Mit Hilfe der Maclaurin-Ellip-
soide konnte eine große Klasse starr rotierender homogener Körper in der nicht-
relativistischen Näherung abgedeckt werden, von kugelsymmetrischen Körpern bis
hin zu Scheiben. Der nächste Test der Vermutung bezieht sich auf starr rotierende
dünne Ringe, ebenfalls in der nichtrelativistischen Näherung. Es werden demzufol-
ge ähnliche Voraussetzungen wie im Falle der Ellipsoide, jedoch mit einer anderen
Topologie, gewählt. Die Schwierigkeit besteht darin, dass die Oberfläche des Rings
sich als Gleichgewichtszustand einstellt und nicht vorgegeben werden kann. Des-
halb gehen die Ansätze zur Berechnung meist vom Grenzfall des dünnen Rings aus,
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in dem der Ringradius a, verglichen mit dem Abstand des Ringmittelpunktes zur
Symmetrieachse R, vernachlässigbar wird:

σ :=
a

R
→ 0.

Die Betrachtung des Problems geht zurück auf Arbeiten von Kowalevski, Poin-
caré und Dyson Ende des 19. Jahrhunderts. Ein konstruktives Verfahren zur Be-
rechnung der Feldgrößen in beliebigen σ-Ordnungen wurde durch Horatschek und
Petroff in [PH08] gegeben. Die dort aufgeführten Ergebnisse für die erste Ordnung
in σ sollen hier verwendet werden. Das Ergebnis gilt damit für diese Näherung.

Die relevanten Größen der Masse M , Drehimpuls J und Quadrupolmoment Q
sind mit konstanter Massendichte µ und λ := ln 8

σ − 2 gegeben durch

M = 2π2µa3(σ−1 + o(σ−1))

≈ 2π2µa3σ−1,

J2 = π5µ3(4λ+ 3)a10(σ−2 + o(σ−2))

→ 4π5µ3λa10σ−2,

Q = −1
2
M(R2 +

1
4
a2)

→ −1
2
MR2.

Damit ergibt sich in erster σ-Ordnung∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ ≈ πµλσ2b2.

Mit Zunahme der Winkelgeschwindigkeit

Ω2 ≈ πµλσ2

folgt sofort, dass ∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ ≈ Ω2b2

= v2
char ¿ 1

gelten muss. Dies ist ein interessantes Ergebnis. Das Verhältnis entspricht nähe-
rungsweise einer charakteristischen Geschwindigkeit der Teilchen im Ring.

Allgemein kann im Falle starr rotierender Körper im nichtrelativistischen Grenz-
fall mit Hilfe des Trägheitsmomentes, bezogen auf die Symmetrieachse, folgende
grobe Abschätzung durchgeführt werden:∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣Θ2Ω2

MQ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ΘQ
∣∣∣∣ v2

char.
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Wobei die charakteristische Geschwindigkeit motiviert ist durch die kinetische Ener-
gie

2Ekin = ΘΩ2

=: Mv2
char.

Unter der Voraussetzung, dass das Verhältnis von Trägheitsmoment Θ zu Qua-
drupolmoment Q beschränkt ist, sollte die Vermutung zumindest für alle star ro-
tierenden Körper im Newton’schen Grenzfall gelten.

6.3.3. Die starr rotierende Staubscheibe. Das Problem der starr rotieren-
den Staubscheibe in der allgemeinen Relativitätstheorie wurde in voller Analytizität
von Neugebauer und Meinel gelöst [NM93, NM95]. Die zugehörigen Multipolmo-
mente wurden von Kleinwächter, Meinel und Neugebauer [KMN95] wenig später
berechnet. Die Lösung hängt nur vom Parameter

µ = 2Ω2ρ2
0e
−2V0

ab. Die ersten drei Momente sind gegeben durch

2Ω ·M = −b0 − Ω0c1,

4Ω2 · J = −b0 − 2Ω0c1,

8Ω3 ·Q = b0 + (2 + b20)Ω0c1 + b0Ω2
0c

2
1 + (Ω3

0(c
3
1 − 12c3))/3.

1 2 3 4

0.2

0.4

0.6

0.8

1

| J2

MQ
|

µ

Abbildung 6.3.1. Die Vermutung ist richtig für die starr rotie-
rende Staubscheibe.

Die Bedeutung von b0(µ), Ω0(µ) usw. kann nachgeschlagen werden in Anhang
B. Abbildung 6.3.1 zeigt, dass

∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣ ≤ 1 im gesamten Parameterbereich gilt, also
∀µ ≤ µ0 ≈ 4.63. Wie erwartet, geht das Verhältnis im relativistischen Grenzfall
gegen 1, da die Staubscheibe dann im Außenfeld einem extremen Kerr-schwarzen
Loch beliebig nahe kommt.



KAPITEL 7

Zum numerischen Verfahren

Man kann sagen, dass die numerische Simulation sich in den letzten Jahrzehn-
ten zu einem dritten Standbein der Naturwissenschaften neben Theorie und Expe-
riment entwickelt hat. Besonders in der Relativitätstheorie fehlt die Möglichkeit,
reale Experimente durchzuführen. Die an modernen Rechnern möglichen Simula-
tionen geben oft Hinweise auf analytische Gesetzmäßigkeiten, so wie in dem Fall
der Quadrupol-Vermutung. Bevor die im vorhergehenden Kapitel gegebenen Rech-
nungen angestellt werden konnten, ergab eine von Herrn Meinel angeregte Unter-
suchung des Quadrupolmoments den Hinweis auf die Vermutung.

Alle Berechnungen wurden mit Hilfe von verschiedenen Versionen des AKM-
Programms durchgeführt. Dieses berechnet das Gravitationsfeld stationärer, axial-
und äquatorsymmetrischer Raumzeiten von Flüssigkeitskörpern verschiedener Zu-
standsgleichungen, wie etwa rotierende Neutronensterne oder Ringkonfigurationen
mit Hilfe von spektralen Methoden und variablen Gebietsaufteilungen. Es wird
bewusst auf eine ausführliche Vorstellung des Programms verzichtet, da eine kom-
plett funktionstüchtige Version in den Ergänzungen zu [MAK+08]1 inklusive Do-
kumentation heruntergeladen werden kann. Weiterhin wurde die Funktionsweise
des Programms beschrieben in [AKM02, AKM03] sowie in den Diplomarbeiten
von Schöbel [Sch03] und Teichmüller [Tei07].

Das Kapitel begründet die physikalischen Voraussetzungen des AKM-Progamms
und stellt die Berechnung des Quadrupolmoments unter diesen dar, wobei die Über-
legungen direkt auf höhere Momente übertragbar sind. Einige Tests zur Berechnung
der Momente werden im letzten Abschnitt vorgestellt.

7.1. Voraussetzungen und Einschränkungen

Im Folgenden soll kurz dargelegt werden, unter welchen Voraussetzungen die
numerischen Experimente durchgeführt wurden und ob diese eine Einschränkung
darstellen.

Stationarität: Stationarität ist eine Voraussetzung für die Definition der
Momente nach Geroch-Hansen. Ein Vergleich zur Kerr-Lösung macht im
Rahmen der Vermutung für dynamische Raumzeiten auch keinen Sinn.

Starre Rotation: Keine zwingende Bedingung, jedoch eine Näherung, die
den Parameterraum einschränkt. Die Frage nach einem sinnvollen Rota-
tionsgesetz für die jeweiligen Fälle ist nicht trivial. Schon allein die mit

1http://www.tpi.uni-jena.de/gravity/relastro/rfe/, Stand 25.09.08
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helioseismologischen Methoden gemessene differentielle Rotation der Son-
ne ist nicht aus einem allgemeinen Prinzip ableitbar, vgl. z.B. [RH04].
Die offene Frage ist, ob ein physikalisch sinnvoll differentiell rotierendes
Fluid ein verschwindendes Quadrupolmoment besitzen kann.

Axialsymmetrie: Zwar wurde der allgemeine Fall noch nicht bewiesen,
jedoch kann davon ausgegangen werden, dass stationäre Lösungen von
starr rotierenden Flüssigkeitskörpern in der allgemeinen Relativitätstheo-
rie auch axialsymmetrisch sein müssen. Es würde anderenfalls zur Ab-
strahlung von Gravitationswellen kommen.

Asymptotische Flachheit: Die asymptotische Flachheit entspricht in der
allgemeinen Relativitätstheorie der Idealisierung eines isolierten Objektes
im Raum.

Ideale Flüssigkeit: Viele astrophysikalisch interessante Objekte können in
guter Näherung so modelliert werden. Der Energie-Impulstensor einer
idealen Flüssigkeit ist gegeben durch

Tik = (µ+ p)uiuk + pgik(7.1.1)

mit Massendichte2 µ, Druck p und dem Geschwindigkeitsfeld der Teilchen
ui.

Äquatorsymmetrie: Im Newton’schen Grenzfall konnte bewiesen werden,
dass Gleichgewichtsfiguren rotierender Flüssigkeiten diese Eigenschaft be-
sitzen, siehe [Lic33]. Es wird vermutet, dass dies auch in der ART gilt.

7.2. Die Bestimmung des Quadrupolmoments

Die Betrachtungen nach Fodor aus Teil 2 bezogen sich auf Koordinaten, in
denen im Vakuum die immer mögliche Wahl W = ρ getroffen ist. Aus Gründen
des stetigen Übergangs der metrischen Funktionen und ihrer Ableitungen an der
Flüssigkeitsoberfläche wurde diese Wahl im AKM-Programm nicht verwendet. In
diesem Abschnitt soll dargestellt werden, wie trotzdem das Quadrupolmoment aus
den vorhandenen Potentialen berechnet werden kann. Die Vorgehensweise ist auch
auf höhere Momente übertragbar.

7.2.1. Physikalische Grundlagen. Das AKM-Programm berechnet nume-
risch Lösungen der Einsteingleichungen im axialsymmetrisch stationären Fall für
Sterne und Ringe verschiedener Zustandgleichungen. Zusätzlich wird Äquatorsym-
metrie vorausgesetzt. Wie in Kapitel 4 dargelegt, kann eine axialsymmetrisch sta-
tionäre Raumzeit immer in Lewis- Papapetrou-Koordinaten angeben werden als

g = e−2U
[
e2k(dρ2 + dζ2) +W 2dϕ2

]− e2U (dt+ adϕ)2

= e2α(dρ2 + dζ2) +W 2e−2ν(dϕ− ωdt)2 − e2νdt2

2In Einheiten mit c = 1 ist kein Unterschied mehr zwischen Energiedichte ε und Massendichte µ.
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mit den metrischen Funktionen U , k, a bzw. ν, ω, α sowie W . Die erste hier an-
gegebene Form der Metrik ist mit der aus Gleichung 4.1.1 identisch, die zweite
Form entspricht der im Programm implementierten Version. Die zwei Sätze von
Funktionen sind verknüpft durch

α = k − U,

e2ν

W
± ω =

1
We−2U ∓ α

,

sowie durch Skalarprodukte der Killingvektoren ξ = ∂t und η = ∂ϕ für Stationarität
und Axialsymmetrie:

g(ξ, ξ) = −e2U

= −e2ν + ω2W 2e−2ν ,(7.2.1)

g(η, η) = W 2e−2U − a2e2U

= W 2e−2ν ,(7.2.2)

g(ξ, η) = −ae2U

= −ωW 2e−2ν .(7.2.3)

Es ist bereits bekannt, dass für W = ρ die Ernst-Gleichung < (f) ∆f = (∇f)2

im Vakuum mit dem komplexen Ernst-Potential f = e2U + ib gilt.

7.2.2. Multipole und Äquatorsymmetrie. Nach Gleichung 5.1.3 auf Sei-
te 40 sind die Multipole Mn in Axialsymmetrie und bei der Wahl W = ρ durch die
Entwicklung des Potentials φ auf der oberen Hälfte der Symmetrieachse in Potenzen
von 1/ζ gegeben durch

Ψ(ζ) := φ(ρ, ζ)|A+ =
1− f

1 + f

∣∣∣∣
A+

=
∞∑

n=0

mn

ζn+1
(7.2.4)

mit M0 = m0, . . . , M3 = m3, M4 = m4 − 1
7m̄0(m2m0 −m2

0) etc.
Es ist insbesondere das Quadrupolmoment

Q = <M2

= <m2,

also

Q = < 1
2!
∂2Ψ
∂ζ2

∣∣∣∣
ζ=0

.

Bekannt ist, dass im äquatorsymmetrischen Fall

f(ζ) · f(−ζ) = 1

gilt, vgl. [MAK+08]. Dies übersetzt sich sofort in

Ψ(ζ) = −Ψ(−ζ)
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bzw.

ml = (−1)lm̄l.

Somit ist ml reell für gerade l und rein imaginär für ungerade l. Damit gilt bei
Äquatorsymmetrie

Q = m2.

Um ein Verhältnis zwischen den Entwicklungskoeffizienten der Potentiale b und
U sowie den Multipolmomenten Mn zu bekommen, wird auf A+ der Ansatz

f = 1 +
∞∑

n=1

fnζ
−n

gewählt. Mit der Masse M und dem Drehimpuls J ergibt sich dann nach Koeffizi-
entenvergleich mit Gleichung 7.2.4

M ≡ m0 = −f1
2
,(7.2.5)

iJ ≡ m1 =
f2
1

4
− f2

2
,(7.2.6)

Q ≡ m2 = −f
3
1

8
+

1
2
f1f2 − f3

2
.(7.2.7)

Es werden f1 und f2 in M und J ausgedrückt und die Äquatorsymmetrie benutzt,
um einen Ausdruck für Q zu bekommen. So folgt

iJ = M2 − f2
2
,

f2 = 2(M2 − iJ),

Q = −M3 + 2iMJ − f3
2
.

f2 muss dabei diese Gestalt haben, da sonst m1 nicht rein imaginär wird. Da ferner
die Potentiale b und U in der Nähe von Λ reell sind, kann man sofort die Entwicklung
von b auf A+ angeben:

b = −2J
ζ2

+
4MJ

ζ3
+O

(
1
ζ4

)
.

Weiterhin muss gelten

Q = −M3 − <f3
2
.(7.2.8)

<f3 hängt nur von den Entwicklungskoeffizienten von U ab. Es folgt auf A+ der
Ansatz

U =
∞∑

n=1

Unζ
−n
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und somit ist auf A+

e2U = 1 +
2U1

ζ
+

2U2
1 + 2U2

ζ2
+

4
3U

3
1 + 4U1U2 + 2U3

ζ3
+O

(
1
ζ4

)
≡

∞∑
n=0

<fnζ
−n.

Ein Vergleich mit 7.2.5 und 7.2.6 ergibt

U1 = −M,(7.2.9)

U2
1 + U2 = M2.(7.2.10)

Damit ist klar, dass

U2 ≡ 0.

gelten muss. Es bleibt noch Gleichung 7.2.8 auszuwerten:

−4
3
M3 + 2U3 = −2Q− 2M3

Q = −U3 − 1
3
M3.(7.2.11)

Somit hat U auf A+ die Gestalt

U = −M
ζ
−

1
3M

3 +Q

ζ3
+O

(
1
ζ4

)
.

Dies gilt nur im Falle von W = ρ.

Beispiel 7.2.1. Das Kerr-Quadrupolmoment

Das Ernst-Potential der Kerr-Lösung auf A+ ist gegeben durch

f =
ζ −M − ia
ζ +M − ia

,

<f =
ζ2 −M2 + a2

(M + ζ)2 + a2
= e2U

und man erhält U1 = −M , U2 = 0 und U3 = a2M − 1
3M

3. Es ist wie erwartet
Q = −a2M .

7.2.3. Berechnung bei W 6= ρ. Wie man sehen konnte, können aus den
ersten drei Entwicklungskoeffizienten von U die Masse und das Quadrupolmoment
berechnet werden.

Da in den verwendeten Versionen des AKM-Programms Koordinaten ange-
wandt werden, in denen W 6= ρ gewählt wurde, ist es notwendig, allgemein zu
untersuchen, wie sich die Entwicklungskoeffizienten bei einer solchen Wahl der Ko-
ordinaten verändern.

7.2.3.1. Die allgemeine Koordinatentransformation. Gesucht ist die Transfor-
mation (ρ′ 6= W, ζ ′) → (ρ = W, ζ) im Falle von Äquatorsymmetrie. Dazu lohnt sich
der Blick auf die komplexe Darstellung der Koordinatentransformation. Es ist

z′ = ρ′ + iζ ′
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sowie

z(ρ′, ζ ′) = ρ(ρ′, ζ ′) + iζ(ρ′, ζ ′).

Im Aussenbereich soll z regulär sein. Das heisst, eine Entwicklung in eine
Laurent-Reihe ist möglich

z = z′ + c0 +
c1
z′

+
c2
z′2

+ . . . .(7.2.12)

Weiterhin gilt

W (ρ′, ζ ′) ≡ ρ(ρ′, ζ ′) = <z

= ρ′ + <c0 + <
∞∑

n=1

cne
inθ′

(ir′)n
,(7.2.13)

wobei verwendet wurde, dass ρ′ = r′ sin θ′, ζ ′ = r′ cos θ′ und folglich

z′ = ρ′ + iζ ′

= r′(sin θ′ + i cos θ′)

= ir′e−iθ′

ist. Definiert man

c̃n :=
cn
in
,(7.2.14)

so folgt unmittelbar

W = ρ′ + <c0 + <
∞∑

n=1

c̃ne
inθ′

r′n

= ρ′ + <c0 +
∞∑

n=1

1
r′n

(<(c̃n) cos(nθ′)−=(c̃n) sin(nθ′)) .

Auf der Achse ρ′ = 0 bzw. θ′ ∈ {0, π} soll im Gültigkeitsbereich der Laurent-Reihe
ρ(0, ζ ′) = 0 gelten. Damit ist sofort klar, dass

<c̃n = 0 ∀ n ∈ {0, 1, 2, . . . }.
Das heisst für die cn nach Definition 7.2.14

cn = in · ian(7.2.15)

mit reellen an. Mit Gleichung 7.2.13 hat W dann die allgemeine Gestalt

W = ρ′ −
∞∑

n=1

an sin(nθ′)
r′n

.(7.2.16)

Ein Reihenansatz zeigt sofort, dass W in der Nähe der Achse die Gestalt

W = ρ′F1(ζ ′) + ρ′3F3(ζ ′) + . . . ,(7.2.17)

F1(ζ ′) = 1−
∞∑

n=1

n · an

ζ ′n+1
≡ B(0, ζ ′)(7.2.18)
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besitzt und somit alle Ableitungen von W nach ζ ′ in ρ′ = 0 verschwinden müssen3:

∂nW

∂ζ ′n

∣∣∣∣
ρ′=0

= 0 ∀ n ∈ {0, 1, 2, . . . }.(7.2.19)

Weiterhin gewinnt man aus Gleichung 7.2.18 die unbekannten an:

an = −Bn+1

n
(7.2.20)

für

B(0, ζ ′) = 1 +
∞∑

n=1

Bnζ
′−n.(7.2.21)

Zu dem selben Ergebnis gelangt man, wenn man die Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen für ρ und ζ verwendet.

7.2.3.2. Äquatorsymmetrie. Die Forderung nach Äquatorsymmetrie ist gleich-
bedeutend mit

W (r′, θ′) != W (r′, π − θ′).

Da nach den wohlbekannten Additionstheoremen

sin (n(π − θ′)) = sin(nπ) · cos(nθ′)− sin(nθ′) · cos(nπ)

= (−1)n+1 sin(nθ′)

gilt, treten nur ungerade n in der Summe von Gleichung 7.2.16 auf. Das heisst
a2 = a4 = · · · = 0 und somit

W = ρ′ −
∞∑

n=1,3,...

an sin(nθ′)
r′n

= ρ′ − a1 sin θ′

r′
− a3 sin(3θ′)

r′3
− . . . .

Es soll der Vollständigkeit halber ζ nach Gleichung 7.2.12 betrachtet werden.
Es ist analog zu W in r′ und θ′ mit den schon bekannten cn aus Gleichung 7.2.15

ζ = =z

= ζ ′ + a0 + =
∞∑

n=1,3,...

iane
inθ′

r′n

= ζ ′ + a0 +
∞∑

n=1,3,...

an cos(nθ′)
r′n

.

Die Forderung, dass ζ(ρ′, 0) = 0 ist, übersetzt sich hier in a0 = 0. So folgt mit
Gleichung 7.2.20

ζ = ζ ′ −
∞∑

n=1,3,...

Bn+1 cos(nθ′)
n · r′n .(7.2.22)

Wie man sieht, erfüllen die Koeffizienten die Forderung nach Äquatorsymmetrie
mit ζ(r′, θ′) != −ζ(r′, π− θ′), da cos (n(π − θ′) = (−1)n cos(nθ′). Insbesondere ist ζ

3Dies folgt natürlich auch aus der Forderung W (0, ζ′) = 0 ∀ζ′.
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auf der Achse

ζ(0, ζ ′) = ζ ′ −
∞∑

n=1,3,...

Bn+1

n · ζ ′n .(7.2.23)

7.2.3.3. Von u nach U . Mit Hilfe von Gleichung 7.2.23 kann sofort ein Zu-
sammenhang von den gesuchten Entwicklungskoeffizienten Un zu denen in einem
Koordinatensystem W 6= ρ gegeben werden. Nach den Cauchy-Riemannschen Dif-
ferentialgleichungen für ρ und ζ folgt nach Gleichung 7.2.17

∂ρ

∂ζ ′
= − ∂ζ

∂ρ′

= ρ′∂ζ′F1(ζ ′) + ρ′3∂ζ′F3(ζ ′) + . . . .

Damit ist offensichtlich, dass

∂ζ

∂ρ′

∣∣∣∣
ρ′=0

= 0.

Das heisst, auf der Achse ist ζ eine Funktion von ζ ′ alleine. Damit entspricht eine
Entwicklung in ζ ′ auf der Achse einer Entwicklung in ζ und folgender Ansatz ist
gerechtfertigt:

∞∑
n=1

Unζ
−n(ζ ′) =

∞∑
n=1

U ′nζ
′−n

=
U1

ζ ′
+
U2

ζ ′2
+
U3 +B2U1

ζ ′3
+ . . . .

Ein Koeffizientenvergleich ergibt sofort

U1 = U ′1,

U2 = U ′2,

U3 = U ′3 −B2U1.(7.2.24)

Es ist nach Gleichung 7.2.1

e2U = e2ν − ω2W 2e−2ν .

Da auf der Achse nach 7.2.19 alle Ableitungen von W nach ζ ′ verschwinden und
W (0, ζ ′) = 0 ist, gilt

U(0, ζ ′) = ν(0, ζ ′).(7.2.25)

Die Entwicklung von ν auf A+ ist somit äquivalent zu der von U für die Berechnung
der Momente. Im Programm wird das Potential u berechnet, das definiert wird
durch

u := ν − logB.
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Mit den Gleichungen 7.2.10, 7.2.21 und 7.2.25 ergibt sich in Äquatorsymmetrie

u(0, ζ ′) = U(0, ζ ′)− logB(0, ζ ′)

=
U ′1
ζ ′
− B2

ζ ′2
+
U ′3
ζ ′3

+O(ζ ′−4).

Setzt man Gleichung 7.2.24 in 7.2.11 ein, folgt mit U ′1 = −M

Q = −U ′3 −B2M − 1
3
M3.(7.2.26)

Für die Berechnung von Q sind damit alle wichtigen Konstanten, M , B2 und U ′3

alleine aus der Entwicklung von u in 1/ζ ′ bestimmbar.

7.2.4. Programminterne Koordinaten. In den beiden im Internet erhält-
lichen Versionen des AKM-Programms werden kompaktifizierte Koordinaten ver-
wendet. Hier soll kurz darauf eingegangen werden, wie die entsprechenden Koor-
dinaten auf der Symmetrieachse mit ζ ′ zusammenhängen und wie letztendlich die
notwendigen Konstanten M , B2 und U ′3 berechnet werden können.

7.2.4.1. Spheroidale Version. Der Entwicklung auf der Achse entspricht im Pro-
gramm einer Entwicklung in s:

σ(s) := 1 +
sinh(δ(s− 1))

sinh(δ)
,

ζ ′(s) = rp − re +
re
σ(s)

.

Deshalb der Ansatz
∞∑

n=1

u′nζ
′(s)−n =

∞∑
n=1

us
ns

n(7.2.27)

und es folgt nach Koeffizientenvergleich

−M ≡ u′1 = re
tanh(δ)

δ
us

1,

−B2 ≡ u′2 = (re − rp)M − re
2

tanh2(δ) ·M +
(
re

tanh(δ)
δ

)2

us
2,

U ′3 ≡ u′3 = (re − rp)2M − 2u′2(re − rp) +
1
6
re ((6rp − 5re)M + 6u′2) tanh2(δ)

+
(
re

tanh(δ)
δ

)2

us
3.

Achtet man in der Implementierung noch darauf, die tanh(δ)/δ-Terme im Grenzfall
δ → 0 durch 1 zu ersetzen, um keine numerischen Probleme zu provozieren, steht
der Berechnung des Quadrupolmoments für Spheroide nichts mehr im Weg.

7.2.4.2. Toroidale Version. Der Zusammenhang zu den Koordinaten auf der
Achse ist in diesem Fall recht einfach, er stellt sich dar als

ζ ′(s) =
ρ0

s
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und damit folgt mit dem selben Ansatz aus Gleichung 7.2.27 für die Koeffizienten
der Entwicklung von u

u′n = ρn
0 · us

n.

Die Masse M = −ρ0u
s
1, der Koeffizient B2 = −ρ2

0u
s
2 und U ′3 = ρ3

0u
s
3 können so aus

den ersten drei Ableitungen von u in s = 0 berechnet werden.

7.3. Tests der Berechnung

Bei der Arbeit mit numerischen Modellen ist es unbedingt notwendig, die Rich-
tigkeit der Ergebnisse, so weit es geht, zu überprüfen. Es gibt die Möglichkeiten der
Konvergenzanalyse bei Vergrößerung der numerischen Auflösung sowie ein Vergleich
mit bekannten analytischen Resultaten. Die Konvergenz der AKM-Programme wird
vorausgesetzt, da sie hinreichend oft untersucht wurde. Im Folgenden soll kurz dar-
gestellt werden, wie die Berechnung des Quadrupolmomentes bei den verwendeten
Versionen überprüft wurde.

7.3.1. Spheroidale Programmversionen. Es wurden zwei Versionen zur
Berechnung spheroidaler Körper verwendet. Zum Einen eine arbeitsgruppeninter-
ne Version, zum Anderen eine in der Online-Dokumentation erhältliche Version
vom 15. Oktober 2008. Bei der erstgenannten wurden die Momente mit Hilfe ei-
nes Maple-Programms [Wat07] berechnet, das von David Petroff und Christian
Teichmüller entwickelt wurde. Dieses basiert auf der direkten Berechnung der Ent-
wicklung von φ in 1/ζ nach Gleichung 5.1.3. Nach Unterabschnitt 7.2.3.2 zur Äqua-
torsymmetrie sind die mn je rein reell oder imaginär. Dadurch ließ sich sehr gut
beobachten, wie die Genauigkeit für höhere Momente nach dieser Methode nach-
lässt. Allgemein ist etwa ab dem fünften Moment keine sinnvolle Aussage mehr zu
erwarten.

Die online verfügbare Version wurde nach den in diesem Kapitel vorgestell-
ten Überlegungen erweitert. Eine Übereinstimmung der beiden so verfügbaren Be-
rechnungen wurde bei einer relativen Abweichung von unter einem Prozent für
das Quadrupolmoment festgestellt. Eine Unterscheidung beider Programmversio-
nen erscheint damit nicht mehr notwendig und wird im Folgenden auch nicht mehr
vorgenommen.

Die Kerr-Lösung ist außer im Falle des statischen Sterns für verschwindenden
Drehimpuls in dieser Version nicht zu erreichen. Der erste Test bestand darin, diese
Raumzeit nach [AP08] direkt in den Potentialen vorzugeben und das numerische
mit dem analytischen Quadrupolmoment für festgehalteneM und J zu vergleichen.
Bei einer Auflösung von zehn Tschebyscheff-Koeffizienten in allen Bereichen konn-
te bereits eine relative Genauigkeit von etwa 10−6 festgestellt werden. Weiterhin
wurde im erreichbaren Limes des statischen Sterns ein Verschwinden des Quadru-
polmoments beobachtet.

Der nichtrelativistische Grenzfall wurde anhand der homogenen Zustandsglei-
chung, die den bekannten Maclaurin’schen Ellipsoiden entspricht, untersucht. Auch
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hier konnte eine Konvergenz festgestellt werden, jedoch war die erreichte relative
Genauigkeit um etwa ein bis zwei Größenordnungen schlechter als im Vergleich mit
der analytischen Kerr-Lösung bei gleicher Auflösung.

Mit der Übereinstimmung für verschiedene Programmversionen und den Ver-
gleichen zu den analytischen Lösungen kann die Berechnung des Quadrupolmo-
ments als richtig im Rahmen der angegebenen Fehler angesehen werden.

7.3.2. Toroidale Version. Bei dieser Implementierung steht sowohl die Kerr-
Raumzeit als extremrelativistischer Grenzfall als auch der Newton’sche Limes dün-
ner Ringe zur Verfügung. Anhand der Konvergenz dieser Lösungen kann somit die
Berechnung des Quadrupolmoments überprüft werden.

Im Newton’schen ergibt sich wie in Abschnitt 6.3.2 für einen Ring mit äquato-
rialem Radius ra, der gleich dem polaren rp ist, dem Abstand R des Ringzentrums
zur Symmetrieachse und der Gesamtmasse M = µV das Quadrupolmoment

Q = −1
2
M

(
R2 +

1
4
· r2a
)

ra/R→0−→ −1
2
MR2.

Es ist daher im Grenzfall eines dünnen Rings interessant, die Größe

Q

MR2
→ −1

2

für verschiedene Radienverhältnisse A = rp

ra
zu betrachten.

-0,6

-0,5

1 0,5 0

A = 0.99 ... 0.9999

A = 99

Abbildung 7.3.1. Test der toroidalen Version: Q
MR2 → − 1

2 in Ab-
hängigkeit von der Rotverschiebung z bei einem Radienverhältnis
von 0.99 (schwarze Linie) und bei festem z bis zu einem Radien-
verhältnis von 0.9999 (rote Linie).
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Die Konvergenz ist in Abbildung 7.3.1 dargestellt. Da die Berechnungen für
A → 1 aufwendiger werden, war es angebracht, zuerst mit A = 0.99 eine New-
ton’sche Situation herzustellen, um dann im Grenzfall gegen eins zu iterieren.

Die Konvergenz im extremrelativistischen Grenzfall bedeutet, dass das Qua-
drupolmoment gegen das entsprechende Kerr-Moment geht, also∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ → 1.

Da jedoch die gerichtete Annäherung dieses schon bekannten Verhältnisses gegen
1− genau der Quadrupol-Vermutung entspricht, soll auf die Untersuchungen in
Abschnitt 8.4 verwiesen werden. Dort kann man sich davon überzeugen, dass das
Quadrupolmoment tatsächlich gegen das Kerr-Moment konvergiert.

Damit kann auch im Falle der toroidalen Programmversion von einer im Rah-
men eines Fehlers von unter einem Prozent korrekten Berechnung des Quadrupol-
moments ausgegangen werden.



KAPITEL 8

Berechnungen

Mit Hilfe der theoretischen Vorüberlegungen konnte das Quadrupolmoment Q
für spheroidale Körper unterschiedlicher Zustandsgleichungen und toroidale Körper
mit homogener Zustandsgleichung untersucht werden. Da die beiden Erhaltungsgrö-
ßenM und J im Programm aus den Integraldarstellungen berechnet werden, reicht
die zusätzliche Berechnung von Q zur Überprüfung der Quadrupol-Vermutung∣∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣∣ ≤ 1.

Da bei spheroidalen Körpern im Grenzfall langsamer Rotation sowohl Drehim-
puls als auch Quadrupolmoment gegen Null gehen, J → 0 & Q → 0, könnten
numerisch Probleme auftreten1. Es ist deshalb nachvollziehbar, für diese Körper
die neue dimensionslose Größe ∆m2 folgendermaßen einzuführen:

∆m2 := − 1
M3

(
m2 −mKerr

2

)
= − 1

M3

(
Q+

J2

M

)
.

Die Vermutung ist damit unter der Voraussetzung Q ≤ 0 mit der Ungleichung
∆m2 ≥ 0 identisch. Die in den Abbildungen vorgestellten numerischen Ergebnis-
se sind als Beispiele zu betrachten. Die tatsächlich durchgeführten Rechnungen
umfassten einen wesentlich größeren Parameterraum, um die Richtigkeit der Ver-
mutung ausführlich zu testen.

Zur Berechnung der Größen in SI-Einheiten sei auf Anhang C verwiesen.

8.1. Sterne konstanter Dichte

Das wahrscheinlich einfachst mögliche Sternmodell ist das homogener Massen-
dichte

µ = const.

Man kann jedoch mit diesem sinnvolle Abschätzungen durchführen, wie etwa die
Bestimmung von maximalen Massen, wie dies in [SA03, Sch03] geschehen ist. Dar-
über hinaus ist es möglich, es als erstes relativistisches Modell eines Neutronensterns
zu betrachten, entsprechende hohe Dichte vorausgesetzt. Hier wurde diese Konfi-
guration untersucht, da sie im Newton’schen Limes den Maclaurin-Ellipsoiden aus
Abschnitt 6.3.1 entsprechen.

1Spätere Untersuchungen haben gezeigt, dass diese Vorsichtsmaßnahme eventuell nicht nötig ist,
siehe die Anmerkungen in Abschnitt 6.2.
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Abbildung 8.1.1. Die Abweichung ∆m2 in Abhängigkeit vom
Radienverhältnis A im Falle homogener Sterne bei variablen Mas-
sen.

Abbildung 8.1.1 zeigt, dass die Quadrupol-Vermutung zutrifft. Für die Rech-
nung wurde eine programminterne Massendichte von µAKM = 5.5 verwendet. Dies
muss beachtet werden, wenn man die Größen nach Anhang C in SI-Einheiten um-
rechnen will. Die Größe ∆m2 fällt mit dem Radienverhältnis A stetig und über-
schreitet viele Größenordnungen. Für große Massen wird die Abweichung geringer,
bleibt dabei aber immer positiv.

8.2. Vollständig degeneriertes, ideales Neutronengas

Neutronensterne stellen extrem kompakte astrophysikalische Objekte am Ende
der Sternentwicklung dar. Zwar sind die inneren Vorgänge noch nicht geklärt, man
kann jedoch das Modell eines vollständig entarteten Neutronengases ansetzen. Dies
ist durch die Tatsache gerechtfertigt, dass die zu erwartende Temperatur weit unter
der Fermitemperatur des Sterns liegt, siehe [ST83]. Die allgemeine Zustandsglei-
chung wurde bereits 1932 im Rahmen einer speziell-relativistischen Fermi-Dirac-
Statistik durch Stoner [Sto32] berechnet. Der Druck, die Massendichte und die
baryonische Massendichte hängen dann nach [MAK+08] wie folgt zusammen:

p =
m4

n

24π2~3
f(x),

µ = µB +
m4

n

24π2~3
g(x),

µB =
m4

n

24π2~3
x3
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mit den Funktionen

f(x) = x(2x2 − 3)
√
x2 + 1 + 3arsinhx,

g(x) = 8x3
[√

x2 + 1− 1
]
− f(x),

wobei mn die Neutronenmasse und ~ das Plancksche Wirkungsquantum sind.
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Abbildung 8.2.1. Die Abweichung ∆m2, dargestellt für ein Mo-
dell vollständig degenerierten Neutronengases in Abhängigkeit vom
Radienverhältnis A.

Abbildung 8.2.1 zeigt, dass die Quadrupol-Vermutung zutrifft.

8.3. Quarksterne nach dem MIT-Bag-Modell

Quarksterne stellen eine noch höher komprimierte Materieform als Neutronen-
sterne dar, wurden jedoch noch nicht beobachtet. Selbst wenn ihre Existenz spe-
kulativ ist, kann es möglich sein, dass diese Form der Materie im Inneren von
Neutronensternen vorliegt. Die nach dem MIT-Bag-Modell [CJJ+74] resultierende
Zustandsgleichung

µ = αp+ 4B(8.3.1)

ist relativ einfach. Teichmüller hat sich in seiner Diplomarbeit [Tei07] ausführlich
mit den Eigenschaften von Quarksternen nach diesem Modell beschäftigt. Er weist
darauf hin, dass der Parameter B, der einer Grundenergiedichte entspricht und in
diesem Modell einen charakteristischen Wert von Bch = 60MeV/fm3 besitzt, in
Bezug auf die Berechnung eines Quarksterns nur eine Skalierungseigenschaft auf die
Masse in entsprechenden Einheiten hat. Dies zeigt er im Falle eines kugelsymmetri-
schen TOV-Sterns nach [OV39]. Weiterhin führt er aus, dass der Parameter α in
Berechnungen zur Quantenchromodynamik auf einen Bereich zwischen 2 und 3, 5
bestimmt worden sei. Die von ihm durchgeführten Rechnungen zeigen, dass beide
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Parameter einen Einfluß, etwa auf die zu erwartende Masse-Radius-Relation des
Sterns haben, jedoch keine grundsätzlich verschiedenen physikalischen Eigenschaf-
ten hervorrufen.

Hier wurden die Rechnungen zu Quarksternen mit der Zustandsgleichung

µ = 3p+ 4Bch

durchgeführt.
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Abbildung 8.3.1. Auch für Quarksterne nach dem MIT-Bag-
Modell ist die Abweichung ∆m2 ≥ 0 in Abhängigkeit vom Ra-
dienverhältnis.

Abbildung 8.3.1 zeigt wiederum die Bestätigung der Quadrupol-Vermutung un-
ter diesen Voraussetzungen.

8.4. Homogene Ringkörper

Neben schwarzen Löchern, spheroidalen Sternen und flachen Scheiben sind Rin-
ge und die Kombination dieser Grundkörper wahrscheinlich die relevantesten astro-
physikalischen Objekte. Es ist daher nachvollziehbar, warum die Tests zur Über-
prüfung der Quadrupol-Vermutung auch Ringkörper enthalten sollten.

Die Untersuchungen zu spheroidalen Körpern haben für unterschiedliche Zu-
standsgleichungen keine grundsätzlich abweichenden Ergebnisse geliefert. Deshalb
soll hier stellvertretend nur die Untersuchung für homogene Ringkörper angegeben
werden.
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Abbildung 8.4.1. Das Verhältnis
∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣ für homogene Toroide
in Abhängigkeit von der Rotverschiebung z bei unterschiedlichen
Radienverhältnissen A.

Abbildung 8.4.1 zeigt, dass auch in diesem Fall die Vermutung zuzutreffen
scheint.

Da das Verhältnis
∣∣∣ J2

MQ

∣∣∣ im extremrelativistischen Grenzfall wie erwartet ge-
gen eins konvergiert, kann die Untersuchung auch als zusätzliche Bestätigung der
Berechnung des Quadrupolmoments angesehen werden.

Zusammenfassung der Ergebnisse

Es konnte gezeigt werden, dass für die betrachteten Körper unter den gegebenen
Voraussetzungen die Quadrupol-Vermutung zutrifft. Das Zutreffen der Vermutung
scheint dabei unabhängig zu sein von der Wahl der Zustandsgleichung. Auch eine
Veränderung der Topologie von Scheiben zu sphärischen Körper und Ringen hat
keine Verletzung der Vermutung ergeben.

Wahrscheinlich handelt es sich tatsächlich um eine neue interessante Eigen-
schaft von axialsymmetrisch stationären und starr rotierenden Flüssigkeitskörpern
in der allgemeinen Relativitätstheorie.



Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist es gelungen, die stationären Multipolmomente
in der allgemeinen Relativitätstheorie als natürliche Verallgemeinerung des New-
ton’schen Begriffs darzustellen und, darauf aufbauend, den Algorithmus zur Be-
stimmung der Momente im axialsymmetrischen Fall nach Fodor et al. zu bestätigen
sowie die Ergebnisse zu ergänzen. Darüber hinaus konnte die Quadrupol-Vermutung
für axialsymmetrisch starr rotierende Flüssigkeitskörper aufgestellt und anhand von
analytischen und numerischen Ergebnissen unterlegt werden.

Die wesentliche Innovation an dem durch Fodor aufgestellten Algorithmus be-
steht in der Einführung der Tensoren Sa b c, die den Rechenaufwand der Bestim-
mung der Momente anhand des Potentials φ wesentlich verringern. Dies war jedoch
durch die Axialsymmetrie möglich und es ist daher fraglich, ob für allgemeinere
Raumzeiten eine Übertragung der Ideen möglich ist.

Ein derzeitiger Schwerpunkt der Forschungen in der allgemeinen Relativitäts-
theorie ist die Simulation dynamischer Prozesse. Man erhofft sich aus der Analyse
dieser Systeme Vorhersagen über die zu erwartende Form der emittierten Gra-
vitationswellen zu gewinnen. Thorne gab in [Tho80] Entwicklungen der Gravi-
tationsstrahlung im Sinne von nicht-stationären Multipolmomenten. Aber auch
aus den in dieser Arbeit behandelten Momenten können für dynamische Situa-
tionen Rückschlüsse gezogen werden. Ryan etwa hat sich in [Rya95] und vielen
folgenden Artikeln ausführlich mit der Gravitationsstrahlung eines Testobjekts vor
dem Hintergrund axialsymmetrisch stationärer Raumzeiten anhand ihrer Momente
beschäftigt, was später durch Sotiriou und Apostolatos in [SA06] auf Einstein-
Maxwell-Raumzeiten verallgemeinert wurde. Auch könnte ein kontinuierlicher pa-
rametrischer Übergang stationärer Raumzeiten ein Modell für dynamische Prozesse
darstellen, der Rückschlüsse auf die Abstrahlung des Systems zulässt.

Darüber hinaus besteht die interessante Möglichkeit, numerisch gewonnene Au-
ßenlösungen mit exakten Lösungen zu approximieren. Manko und Ruiz haben in
[MR98] gezeigt, wie aus Vorgabe der ersten n Momente ein rationales Ernst-
Potential auf der Achse bestimmt werden kann, das nur in höheren Momenten von
der Vorgabe abweicht. In der Diplomarbeit von Maucher [Mau09] wird gezeigt,
wie aus diesem die Lösung im gesamten Raum konstruiert werden kann.

Es ist auch denkbar, aus der Vorgabe einer Zahl von Multipolen Anfangsdaten
für Außenfelder numerischer Simulationen zu erzeugen. Welche Wahl an Momenten
macht dann physikalisch Sinn? Ungleichungen, die den möglichen Parameterraum
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einschränken, sind bei der Wahl der Momente sehr nützlich. Die in dieser Arbeit
aufgestellte Vermutung ist eine solche Ungleichung.

Die Kerr-Raumzeit stellt eine extreme physikalische Situation dar. Dies gilt
nicht automatisch auch für alle ihre Momente. Der dritte Teil dieser Arbeit stellt
den Anfang von Untersuchungen dar, die eben dies für axialsymmetrisch stationäre
Raumzeiten mit einem starr rotierenden Flüssigkeitskörper herausstellen könnten.
Erste Tests an spheroridalen Körpern haben gezeigt, dass eventuell auch für das
Oktupolmoment

∣∣QKerr
3

∣∣ ≤ |Q3| gelten könnte. Im Falle der starr rotierenden Staub-
scheibe ist in Abbildung 8.4.2 das Verhältnis

∣∣QKerr
n /Qn

∣∣ bis n = 10 angegeben. Es
wurde berechnet nach den in [MAK+08] gegebenen Momenten und bleibt immer
kleiner gleich eins.
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Abbildung 8.4.2. Das Verhältnis Vn =
∣∣JnM1−n/Qn

∣∣ der starr
rotierenden Staubscheibe für n = 2 . . . 10: V10 ≤ · · · ≤ V3 ≤ V2 ≤ 1.

Deshalb wird folgende Vermutung aufgestellt:

Verallgemeinerte Quadrupol-Vermutung. Seien die Voraussetzungen
wie in der Quadrupol-Vermutung. Dann gilt für n ≥ 2:∣∣∣∣ Jn

Mn−1 ·Qn

∣∣∣∣ ≤ 1.

Wie ist die verallgemeinerte Quadrupol-Vermutung zu interpretieren? Eventuell
als Verhältnis zwischen Strömen und Massen? Ist die Vermutung äquivalent zu
v ≤ 1 oder folgt sie daraus? Warum sollte die Vermutung nicht auch für eine
größere Klasse von Rotationsgesetzen gelten?

Ein analytischer Beweis der Quadrupol-Vermutung(en) könnte zum grundle-
genden Verständnis der allgemeinen Relativitätstheorie beitragen.
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ANHANG A

Explizite Multipolmomente

Mit Mij := mimj −mi−1mj+1 folgt für die höheren Momente in vollständiger
Übereinstimmung mit [FHP89]
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Das elfte Moment QFod
11 wurde neu berechnet als
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10
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M31m̄1m̄2m0

− 62
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M20m̄0m̄3m2 +
370

12597
M31m̄0m̄3m0 +

288
4199

M40m̄0m̄3m0

− 110
88179

M20m̄1m̄3m1 +
2

247
M30m̄1m̄3m0 +

10
29393

M20m̄2m̄3m0

− 50
29393

M20m̄0m̄4m1 +
90

4199
M30m̄0m̄4m0 +

2
1547

M20m̄1m̄4m0

+
134

29393
M20m̄0m̄5m0 − 28

323
M20m̄

3
0m1m2 +

72
323

M20m̄
3
0m0m3

+
23
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3
0m
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1 −

32
323

M40m̄
3
0m0m1 − 60
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3
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2
0m̄1m
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1
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4199

M30m̄
2
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2
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328
4199

M20m̄
2
0m̄1m0m2

− 61
4199

M30m̄0m̄
2
1m

2
0 +

310
88179

M20m̄0m̄
2
1m0m1 − 36

323
M40m̄

2
0m̄1m

2
0

+
446

88179
M20m̄

2
0m̄2m0m1 − 86

29393
M20m̄0m̄1m̄2m

2
0 −

101
4199

M30m̄
2
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− 115
29393
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2
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0 +

3
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4
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0 −

1
323
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4
0m

2
0m1 +

12
4199

M20m̄
3
0m̄1m

3
0.



ANHANG B

Formeln zur starr rotierenden Staubscheibe

Die Metrik der starr rotierenden Staubscheibe ist in ultraelliptischen Theta-
Funktionen gegeben. Diese Lösung kann in der Symmetrieebene und auf der Ro-
tationsachse mit Hilfe gewöhnlicher Theta-Funktionen beziehungsweise mit Jaco-
bi’schen elliptischen Funktionen dargestellt werden. Dies gelingt in der Scheibe in
einer besonders einfachen Form mit den Parameterfunktionen e2V0(µ) und b0(µ),
wobei f0(µ) = e2V0(µ) + ib0(µ) das Ernst-Potential im Nullpunkt ist. Eine weitere
wichtige Parameterfunktion ist Ωρ0(µ) mit der Winkelgeschwindigkeit Ω und dem
Scheibenradius ρ0. Diese Funktionen sind durch die Relation

e4V0 + b20 + 4Ω2ρ2
0 = 1

verknüpft.
Die Darstellung auf der Achse ist komplizierter. Bei der Entwicklung des Po-

tentials auf A+ treten daher weitere Parameterfunktionen, die c1(µ), c3(µ), c5(µ)
usw. genannt werden sollen, auf. Die Multipolmomente werden daher auch von die-
sen Funktionen abhängen. Die vollständige Lösung, ihre Herleitung sowie höhere
Multipolmomente können in [MAK+08] nachgeschlagen werden.

Sind

e2V0(µ) =
h′(µ)
h(µ)

cn2
[
Î(µ), h′(µ)

]
,

b0(µ) = − 1
h(µ)

sn
[
Î(µ), h′(µ)

]
· dn

[
Î(µ), h′(µ)

]
,

Ω0 ≡ Ωρ0(µ) =
1
2

√
1− h′2(µ)

h2(µ)
cn
[
Î(µ), h′(µ)

]
sowie

c1(µ) := 2Eτ +
1√
µ

(−µ (1 + τ2
)
I0 + I1

)
,

c3(µ) :=
1

3µ3/2

(
−2Eµ3/2τ + µ3/2sn

[
Î(µ), h′(µ)

]
· cn

[
Î(µ), h′(µ)

]
·

dn
[
Î(µ), h′(µ)

]
(τ − τ3) + µ2τ2(1 + τ2)I0 − 3µI1 + 3I2

)
,

dann sind wie in Abschnitt 6.3.3 die ersten drei Multipolmomente gegeben durch

2Ω ·M = −b0 − Ω0c1,

4Ω2 · J = −b0 − 2Ω0c1,

8Ω3 ·Q = b0 + (2 + b20)Ω0c1 + b0Ω2
0c

2
1 + (Ω3

0(c
3
1 − 12c3))/3.
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Hierbei wurden folgende Definitionen verwendet:

E(µ) := E
(
am
[
Î(µ), h′(µ)

]
, h′(µ)

)
,

τ(µ) := 4
√

1 + 1/µ2,

In(µ) :=
1
π

∫ µ

0

ln
(√

1 + x2 + x
)

√
1 + x2

xn

√
µ− x

dx,

Î(µ) := 4
√

1 + µ2I0(µ).

Die Module h(µ) und h′(µ) sind gegeben durch

h′(µ) :=

√√√√1
2

(
1− µ√

1 + µ2

)

und ihre Relation h2 + h′2 = 1.
Die elliptischen Integrale erster und zweiter Art sind durch

F(ϕ, k) :=
∫ ϕ

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

,

E(ϕ, k) :=
∫ ϕ

0

√
1− k2 sin2 θdθ

gegeben und die Jacobi’schen elliptischen Funktionen via

u =: F(ϕ, k),

am(u, k) := ϕ,

sn(u, k) := sinϕ,

cn(u, k) := cosϕ,

dn(u, k) :=
√

1− k2 sin2 ϕ.



ANHANG C

Notation und Einheiten

C.1. Zur Notation

Einheiten: G = c = 1, Newtonsche Gravitationskonstante G und Lichtgeschwindig-
keit c, “geometrische Einheiten”
konform Unendlich: Λ entspricht r = ∞ siehe Def. 2.2.1 auf Seite 21
konforme Metrik, konformer Faktor: g̃ = Ω2g

Multipolmomente nach Geroch-Hansen: QM/J
a...b bzw. Ma...b und Ja...b als Massen-

und Strommomente, in Axialsymmetrie QM/J
n = 1

n! ·QM/J
ζ . . . ζ︸ ︷︷ ︸

n

.

Multipolmomente nach Fodor: QFod
n = MFod

n + iJFod
n

spezielle Momente: M Masse, J Drehimpuls, Q2 Quadrupolmoment, in Teil 3 als
Q bezeichnet
Multipoltensoren: PM/J

ab...c, Q
M/J
ab...c = P

M/J
ab...c

∣∣∣
Λ

Multipoltensoren nach Fodor: Pa b c = PFod
ρ . . . ρ︸ ︷︷ ︸

a

ζ . . . ζ︸ ︷︷ ︸
b

ϕ . . . ϕ︸ ︷︷ ︸
c

, Sa b c = Pa b c +

[
g(i1i2Qi3...im)

]
a b c

, P (n)
a b c: Tensor n-ter Stufe, n = a+ b+ c

Minkowski Raumzeit: g = ηabdx
adxb

Metrik eines rotierenden Flüssigkeitskörpers im Gleichgewicht:

g = e−2U
[
e2k(dρ2 + dζ2) +W 2dϕ2

]− e2U (dt+ adϕ)2

= e2α(dρ2 + dζ2) +W 2e−2ν(dϕ− ωdt)2 − e2νdt2

Killing Vektoren axialsymmetrisch stationärer Raumzeiten: ξ = ∂t und η = ∂ϕ

Energie-Impuls-Tensor einer idealen Flüssigkeit: Tab = (ε + p)uaub + pgab mit Ge-
schwindigkeitsfeld u sowie Druck p und Energiedichte ε
Ernst-Potentiale: f = e2U + ib, φ = 1−f

1+f

positiver Teil der Symmetrieachse: A+ := {(ρ, ζ) : ρ = 0, ζ > 0}
Entwicklungskoeffizienten auf der Achse: φ|A+ =

∑
mnζ

−(n+1)

Quadrupol-Vermutung:
∣∣∣ J2

M ·Q

∣∣∣ ≤ 1

Verallgemeinerte Quadrupol-Vermutung:
∣∣∣ Jn

Mn−1·Qn

∣∣∣ ≤ 1 mit n ≥ 2.

Quadrupoldifferenz spheroidaler Körper: ∆m2 = − 1
M3

(
m2 −mKerr

2

)
Gravitationsrotverschiebung: z =

√
gtt|Λ
gtt|∂

− 1 mit der Sternoberfläche ∂

Komplexe Konjugation: a+ ib = a− ib, a, b ∈ R
Summenkonvention: T a

a ≡ Tα
α, i.A. kein Unterschied zwischen griechischen und

lateinischen Indizes
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Abbildungen: ϕ : M → S, ϕ? ist der Pull-Back, ϕ? der Push-Forward, siehe [Jos05]
Laplace-Operator: ∆gf = 1√

g∂i

[√
ggij∂jf

]
mit g = |det(g)|

Doppelfakultät: n!! =

n · (n− 2) · (n− 4) · · · · · 2 n gerade

n · (n− 2) · (n− 4) · · · · · 1 n ungerade
Kardinalität: card(I) = n, n ist die Mächtigkeit der Menge I
Querverweise: Definition 4.4.1, “Kapitel . Abschnitt . Nummer”

C.2. Umrechnung

In der gesamten Arbeit wurden Einheiten verwendet, in denen c = G =
1 gewählt wurde. Die Umrechnung der geometrischen Einheiten aus dem AKM-
Programm hängt jedoch von der Zustandsgleichung ab. Die relevanten Umrech-
nungen sowie die dazu nötigen Größen in SI-Einheiten nach dem “Committee on
Data for Science and Technology“ sollen hier aufgeführt werden. Zunächst die Na-
turkonstanten:

G = 6, 674 · 10−11 m3

kg · s2 ,

c ≡ 299 792 458
m
s
,

M¯ = 1, 989 · 1030kg.

C.2.1. Homogene Zustandsgleichung und MIT-Bag-Modell. Die Um-
rechnungen für homogene Zustandsgleichungen entsprechen denen aus [Sch03], die
für das MIT-Bag-Modell sind [Tei07] entnommen. Beide Skalierungen hängen zu-
sammen, wenn man die Massendichte µ des homogenen Modells gegen einen mit
1
c2 -Faktor versehen Parameter B aus der Zustandsgleichung des MIT-Bag-Modells
ersetzt, µ→ B

c2 .
Größe Einheit Faktor für µ = 1018 kg

m3 für B = 60MeV
fm3

Länge m c√
Gµ

36, 7 km 112, 2 km

Zeit s 1√
Gµ

122, 4µs 374, 3µs

Masse kg c3√
G3µ

4, 94 · 1031kg = 24, 7M¯ 1, 51 · 1032kg = 76, 0M¯

Drehimpuls kgm2

s
c5

G2µ 5, 44 · 1044 kgm2

s 5, 08 · 1045 kgm2

s

Energie kgm2

s2
c5

G3/2√µ
4, 44 · 1048 kgm2

s2 1, 36 · 1049 kgm2

s2

C.2.2. Ideales Neutronengas. Es existiert offensichtlich in der Darstellung
der Zustandsgleichung die Konstante

K̃n :=
m4

n

24π2~3
.

In Anlehnung an polytrope Zustandsgleichungen wurde jedoch nicht diese zur ein-
heitenlosen Darstellung innerhalb des AKM-Programms benutzt, sondern

Kn :=
1
20
K̃−2/3

n ,
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vgl. [MAK+08]. Durch die Konstanz von K̃n gibt es keinen freien Parameter mehr,
die Skalierungen sind fixiert. Das Plancksche Wirkungsquantum und die Neutro-
nenmasse sind gegeben durch

~ = 1, 054 571 6 · 10−34 kgm2

s
,

mn = 1, 674 927 2 · 10−27kg.

Damit ist Kn = 5.380 m4

kg2/3s2 und es ergeben sich folgende Umrechnungen:

Größe Einheit Faktor in Einheiten

Länge m K3/4
n√
c·G 4, 44 km

Zeit s K3/4
n√
c3G

14, 81µs

Masse kg K
3/4
n

√
c3

G3 5, 98 · 1030kg = 3, 01M¯

Drehimpuls kgm2

s K
3/2
n

c2

G2 7, 96 · 1042 kgm2

s

Energie kgm2

s2 K
3/4
n

√
c7

G3 5, 37 · 1047 kgm2

s2
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